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LA MODE LI SAT ION 



L'objectif de cet ouvrage consiste a procurer des techniques de modelisation mathematique qui 
n'utilisent qu'un niveau de mathematiques limite a celui d'un quatrieme semestre d'une licence 
scientifique : quelques notions de calcul differentiel et d'integration sont indispensables, comme les 
developpements limites, les derivees partielles ou les primitives, quelques notions d'algebre lineaire 
(matrices, valeurs et vecteurs propres) egalement. A l'inverse, les applications etudiees ici permettent 
de mieux assimiler ces notions, dans le cadre d'une application concrete plutot que dans le cadre 
abstrait habituel dans un cours classique de mathematiques. II reste cependant quelques rares 
passages exigeant un niveau plus eleve, pour mieux comprendre un point de detail plus precis, et 
qui ne sont pas indispensables a la comprehension globale du texte. 

Les applications concernent des secteurs tres differents, allant de l'hydraulique, des sciences de 
l'environnement, au trafic routier, puis aux sciences economiques et sociales. L'unite de l'ensemble 
est cependant assuree par la technique de modelisation qui se focalise sur des outils bien precis 
et en nombre reduit : les systemes d'ondes, ou en langage mathematique, les systemes hyperbo- 
liques. II s'agit la plupart du temps de modele non lineaires et non homogenes, mais nous verrons 
qu'ils peuvent quelquefois se reduire assez naturellement, et localement, en des modeles lineaires 
homogenes plus faciles a manipuler. 

LES RISQUES ET LES ONDES 

II y a les risques que Ton prend, et les risques que Ton subit. Dans la prise de risque, lors d'une 
decision par exemple, on doit avoir conscience des effets colateraux que Ton peut faire prendre aux 
autres, ou a soi meme plus tard. On peut considerer que le decideur est, a un instant donne, la source 
ou le point de depart d'une certaine entite, qui va se propager, comme une onde, et eventuellement 
interagir avec le milieu rencontre. Par exemple, lorsqu'un financier lance un emprunt il prend le 
risque de perdre de l'argent ou d'en faire perdre a d'autres, ailleurs et plus tard. Parmi les risques 
que Ton subit, il y a bien sur les risques naturels, et ceux lies aux decisions des autres. On peut 
encore interpreter le risque comme une onde, qui vous arrive dessus, subitement, en venant d'on ne 
sait ou. 

II peut etre juge opportun et quelquefois indispensable, d'evaluer la prise de risque, et de ce 
point de vue, la modelisation des risques est un moyen d'investigation efficace et rapide. Elle 
devient incontournable lorsqu'on manque de donnees et de mesures experimentales, ce qui est le 
cas particulierement pour l'etude des catastrophes naturelles, telles que les cyclones ou certains 
phenomenes rares en hydraulique, les tsunamis, les vagues scelerates ou Rogue waves par exemple. 
Elle permet egalement d'introduire un facteur de comportement humain, qui permettra d'evaluer 
la reaction a l'impact d'une decision. Dans ces cas, la modelisation se base et s'argumente sur des 
observations qualitatives, en nombre reduit quelquefois. Elle va cependant apporter un complement 
indispensable au manque de donnees de mesures experimentales, en apportant des resultats que Ton 
qualifiera de credibles ou non, qu'on pourra reprendre et corriger, jusqu'a obtenir un resultat, done 
un modele credible finalement. 
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Chapitre 1 

Introduction a la Modelisation 



1.1 La demarche 

La modelisation consiste a traduire en langage mathematique la description d'une observation, d'un 
phenomene ou d'une hypothese concernant un evenement de la realite. Ce langage mathematique 
est essentiellement constitue d'equations qui representent des lois physiques (de conservation, par 
exemple) ou des lois d'etat et des donnees issues d'observations ou de mesures experimentales ou 
de simples evaluations prospectives proposees a priori. Plus la description est fine et plus le nombre 
de parametres a prendre en compte est important, et plus le modele mathematique, c'est a 
dire cet ensemble d'equations, de lois d'etat et de donnees, devient complexe, et la resolution en 
devient aussi d'autant plus delicate. Cette complexity impose la plupart du temps l'assistance 
d'un materiel de calcul (informatique) et il devient necessaire d'adapter le modele mathematique, 
de le modifier eventuellement, pour en faire un modele numerique qui pourra etre traite par 
l'informatique. Le calcul scientifique a pour objet d'effectuer cette adaptation, et de mener a 
terme les calculs en machine. A ce niveau, la tache la plus classique consiste a transformer le 
modele mathematique continu en un modele numerique discret, ou modele discret. On parle 
alors de discretisation. Pour un modele continu donne, il y a bien entendu de multiples techniques 
de discretisation possibles, qui ne vont pas toutes donner des resultats de meme qualite. Le choix de 
la technique de discretisation se fait en fonction de plusieurs criteres, le premier etant certainement 
la propre culture scientifique et la competence du modelisateur, qui ne pourra proposer que les 
techniques qu'il connait suffisamment. Le second critere est de nature economique, au sens large, 
puisque par exemple la duree du calcul fait partie de son cout, et l'exigence d'une meilleure qualite 
correspond souvent a un cout plus eleve. On ne peut pas toutefois s'autoriser des temps de calcul 
trop importants. Ainsi, par exemple, si on demande plus de 24 heures de calcul pour prevoir la 
meteo du lendemain, ce calcul est completement inutile... 

La qualite d'un resultat releve de deux proprietes essentielles. La premiere va assurer que le 
resultat obtenu correspond bien a ce que Ton attend, c'est a dire une approximation de la solution 
du modele mathematique initial ; on l'appelle la consistance, mais on aurait pu aussi bien l'appeler 
la credibility. La seconde va mesurer la qualite de cette approximation. II s'agit de la precision, qui 
s'evalue en terme d'ordre de precision. A ces deux proprietes il convient d'ajouter une troisieme, 
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qui va assurer que le calcul numerique pourra etre mene jusqu'a son terme, sans provoquer de 
situation incompatible avec le fonctionnement de la machine (overflow ou depassement de capacite, 
division par zero, etc.) ; il s'agit de la stabilite. 

On parlera ensuite de convergence lorsque Ton assure la passage a la limite de la solution du 
modele numerique (discret) vers la solution du modele mathematique (continu) quand le parametre 
de discretisation tend vers zero, ce qui signifie que cette discretisation est imaginee devenir de plus 
en plus fine. Bien evidemment, il ne s'agit ici que d'une demarche abstraite de mathematicien, en 
pratique ce parametre de discretisation est fixe pour un calcul donne ; le resultat obtenu correspond 
a ce niveau fixe du parametre de discretisation, et devra etre exploite comme tel, en se disant qu'il 
est rassurant de savoir qu'il n'est pas trop eloigne de la solution du modele mathematique lorsqu'il 
y a convergence. 

La demarche de modelisation comprend ainsi plusieurs etapes : 

- la construction du modele mathematique, 

- l'analyse de ce modele mathematique, 

- la discretisation de ce modele mathematique pour en faire un modele numerique, 

- l'analyse du modele numerique (stabilite, consistance), 

- la resolution du modele numerique (programmation informatique), 

- la validation et l'exploitation des resultats. 

Les quatre derniers points correspondent au calcul scientifique. L'etape de validation va par 
exemple consister a tester le programme de calcul sur des cas-tests dont on connait deja les resultats 
pour en verifier le bon fonctionnement. Cette etape est necessaire, avant l'exploitation sur d'autres 
cas pour lesquels les resultats recherches ne sont bien entendu pas connus a priori, meme si on peut 
en prevoir les grandes lignes lorsqu'on a acquis une experience personnelle suffisante sur le sujet. 



1.2 Un premier exemple : une reaction chimique 

Deux produits notes A et B se combinent pour constituer un nouveau produit AB, selon la formule 
chimique 

A + B — > AB. 

Cette reaction n'est pas instantanee, et bien entendu, elle va s'arreter lorsque l'un des deux produits 
A ou B viendra a manquer. On note u(t) le nombre de moles d'element A presentes a l'instant t, 
et v(t) le nombre de moles de l'element B presentes au meme instant t. A l'instant initial, c'est a 
dire pour t = 0, on doit decrire la situation, par exemple en proposant 

u(0) = u , v(0) = v , 

ou uq > 0, vq > sont deux nombres reels positifs donnes. II s'agit des donnees initiales. 

La reaction va produire des moles de produit AB dont le nombre a l'instant t sera note w(t) ; on 

peut penser qu'a l'instant initial ce produit AB n'est pas present, et ecrire 

w(0) = , 

ce qui constitue une autre donnee initiale. 
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La construction du modele consiste a chaque instant a effectuer un bilan de la situation en fonc- 
tion des situations connues aux instants precedents. On va ainsi comparer deux instants consecutifs 
t et t + At, avec At > repute "petit", et decrire l'accroissement du nombre de moles de produit 
AB, w(t), a partir d'un prelevement sur les stocks u(t) et v(t) des produits A et B respectivement, 
en fonction d'un coefficient de production notee K (K > 0, suppose constant pour l'instant). 
On obtient 

w(t + At) = w(t) + KAtu(t)v(t) + Atco(At) 

ou u>(At) est un module de continuity, c'est a dire une fonction de At qui tend vers zero lorsque 
At tend vers zero. II nous faut aussi actualiser les stocks u(t) et v(t), en ecrivant 

u(t+At) = u(t) - K At u(t) v(t) + At Ux(At) , v(t+At) = v(t) - K At u(t) v(t) + At co 2 (At), 

ou on a introduit deux nouveaux modules de continuite Ui(At) et u>2(At). 

En divisant chacune de ces equations par At puis en passant a la limite lorsque At tend vers 
zero, on obtient le systeme differentiel suivant, constitue de trois equations : 

u + K u v = , v + K u v = , w' — K u v = . 



La donnee de ce systeme et des conditions initiales u et v constituent notre modele mathematique. 
On peut immediatement remarquer les deux relations suivantes : 

u + w' = , v + w' = 

qu'on peut integrer immediatement pour obtenir, a chaque instant t, 

u(t) + w(t) = u , v(t) + w(t) = v . 

Ces deux relations s'interpretent comme un principe de Lavoisier, de conservation des atomes de 
chacun des elements A et B, bien connu en chimie. II est imperatif que ce principe soit respecte lors 
de la resolution du modele. 



1.2.1 Le calcul analytique direct 

On peut resoudre directement ce systeme differentiel, en exprimant u et v en fonction de w dans la 
troisieme equation, ce qui donne l'equation differentielle suivante 

w' = K (uq — w) (vq — w) , 

qui s'integre facilement ; on obtient 

u v ( e Kt ^-^) - 1) 

Wit) = — : Si U ^ V , 

y ' u e Kt ( u °- v o) -v 

ou 

. K Un t 

w ( t ) = i — ; — 77 — I sl u = v . 
1 + Ku t 

On en deduit ensuite u(t) = uq — w(t), et v(t) = v$ — w(t) dans chaque cas. 
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En pratique la constante K peut etre tres grande, quand le melange est explosif par exemple, et dans 
ce cas, 1'evaluation de l'exponentielle peut poser des problemes : si u > v , l'expression e Kt ( u o- v o) 
est tres grande et on ne disposera pas d'assez de chiffres significatifs en machine pour en retrancher 
1. On a l'effet analogue si u < v , le nombre 1 etant alors tres grand devant l'exponentielle. Cette 
expression est ainsi difficile a exploiter graphiquement par exemple, pour etudier la phase transitoire, 
c'est a dire avant d'atteindre pour w(t) la valeur asymptotique min(uo, vq). 

1.2.2 La resolution numerique 

La resolution numerique exige une discretisation du temps. On introduit un parametre de discretisation 
At qui correspond a un petit accroissement en temps, c'est a dire une duree petite devant l'echelle 
de temps du phenomene, et on va approcher la solution aux instants t n = n At, avec n e N, c'est 
a dire construire des valeurs u n , v n , w n proches de u(t n ), v(t n ), w(t n ) respectivement. On peut 
utiliser la methode suivante 

w n+1 = w n + K At u n v n , 

qui s'inspire directement du bilan decrit lors de la construction du modele mathematique, et de la 
meme facon, 

u n+l = u n _ R Af u n y n ^ = y n _ R Af ^ y n _ 

La donnee de w° = 0, u° = uq, v° = v$ permet de calculer w 1 , u 1 , v 1 et de proche en proche, on 
construit tous les autres w n , u n , v n , jusqu'a un certain numero n = N fixe a l'avance pour lequel 
on a decide d'arreter le calcul, par exemple une valeur iV = . 

On observe que le nombre d'atomes de chaque element est bien conserve ; en effet, 



On doit aussi s'inquieter de proprietes plus triviales, comme la positivite de ces nombres de 
moles ; on a en effet 

u n+i = / ( i _ ]f ^ / ) , v n+1 = v n ( 1 - K At u n ) . 
La positivite de u n ou de v n ne peut etre assuree que sous les conditions 

At < -J— , At < 1 



K uq K vq 

Ceci constitue une condition de stabilite. Elle peut etre tres contraignante lorsque le coefficient 
de production K est grand, ainsi que lorsque l'un (au moins) des nombres u ou v . Elle exige le 
choix d'une petite valeur de At ce qui va multiplier les calculs necessaires pour atteindre un temps 
d' arret T max fixe a l'avance. 

On peut decider de remplacer la methode precedente par la suivante. On commence par calculer 
u n+1 et v n+1 par 



u 



"+ 1 = u n - K At u n+l v n+l , v n+l = v n — K At u n+l v n+l , 
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puis w n+l par 



w 



n+l n 



w n + K At u n+l v n+l . 



A premiere vue, cette methode semble peu differente de la precedente, mais il y a en fait une 
difference fondamentale : les formules ne sont plus explicites mais implicites, et cela va necessiter 
la resolution prealable d'au moins une equation. On commence par evaluer u n+1 , en remarquant 
que 



u n+l _ v n+l = u n _ v n ^ 



d'ou v n+l = u n+l — u n + v n . On obtient que u n+l est une racine du polynome du second degre 

K At X 2 + ( 1 + K At (v 11 - u n ) ) X - u n = . 



II est immediat que si la positivite de u n est acquise (c'est vrai pour n = 0), ce polynome admet 
deux racines reelles, et on retiendra celle ci : 



u n+1 



* ( J(l + KAt (v n - u n )f + AKAtu n - (1 + KAt (v n — u n ))j 



parce qu'elle est positive, et ne diverge pas lorsque At tend vers zero. Ce qui n'est pas le cas de 
l'autre racine. 

Une fois u n+l evalue, on obtient v n+l par 

v n+l = u n+l _ u n + v n 

qui donne egalement un resultat positif. II faut noter que la positivite de u n+l et done aussi celle 
de v n+l est assuree sans aucune restriction sur At meme lorsque K est grand. 
Enfin, revaluation de w n+1 est immediate en reprenant la formule 



w 



n+l n 



w n + K At u n+l v n+l . 



On aurait pu tout aussi bien travailler directement avec w n+1 , en remarquant que 

w n+l + u n+l = w n + u n ^ + = + y n _ 

On obtient 

w n+l — w n = X At [u n + W n — W H+1 ) (V H + W H - W H+1 ) , 

et en posant 



X n = w n+L - w r 



) n+l - w n , 

on observe que X n est une racine du polynome du second degre 

K At Xl - ( 1 + K At (u n + v n )) X n + K At u n v n = . 

On pose 

A n = ( 1 + K At (u n + v n )f - 4 K 2 At 2 u n v n , 
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qui est toujours positif si u n et v n le sont, toujours sans aucune restriction dans le choix de At. On 
retiendra ensuite la racine 

qui est positive, et surtout qui ne diverge pas lorsque At tend vers zero. 
La methode numerique correspond aux differentes etapes suivantes 

Calculer A n , puis X n , 

par les formules precedentes, puis calculer 

w n + l = w n + X n , u n+l = u n - X n , v n+1 = v n - X n . 

On verifie assez facilement que ces trois quantites sont positives. 

La figure suivante represente les resultats numeriques obtenus en programmant cette methode, 
avec K = 50, u = 2.5, v = 1.75 et un temps maximal de 0.1, avec At = 0.001. 




On observe une premiere phase transitoire qui se stabilise en un etat stationnaire lorsque l'un 
des elements, ici B, vient a manquer. 

Imaginons maintenant que ce coefficient de production K depende du temps ou de la solu- 
tion, et que par exemple cette dependance soit tabulee, a partir de mesures experimentales. Le 
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calcul analytique n'est plus possible, tandis que, moyennant une adatation elementaire, la methode 
numerique va continuer a fonctionner. II suffira de remplacer K par une expression de la forme 
K n = K(t ni u n 1 v n 1 w n ) dans l'instruction correspondante du programme. 

En resume, le calcul analytique nous permet d'obtenir dans des cas tres particuliers la solution 
exacte, donnee par une formule mathematique. Ceci peut etre tres utile pour valider un programme : 
on peut comparer cette solution analytique au resultat du calcul. La generalisation a des cas com- 
plexes n'est plus possible pour le calcul analytique, mais Test a peu de frais pour le calcul numerique, 
en toute confiance, le programme ayant deja ete valide. Par contre, le resultat n'est qu'un tableau de 
nombres, ou ici un simple graphe representant ce tableau ; on n'a plus une formule mathematique. 
On note aussi qu'il y a plusieurs choix de methodes numeriques adaptees, certaines (explicites en 
general) exigeant des contraintes sur le parametre de discretisation et d'autres pas. On a vu aussi que 
pour une methode donnee, il peut y avoir plusieurs facons de la mettre en oeuvre numeriquement. 
Enfin, on doit aussi remarquer que la resolution explicite devait distinguer les cas ou u ^v des cas 
ou uq = v , ce qui n'est pas necessaire pour aucune des methodes numeriques envisagees ici. 

1.2.3 Un exemple concret : le bouclier thermique d'un vehicule spatial 

Pendant sa phase de retour, un vehicule spatial doit absolument etre muni d'un bouclier thermique 
pour eviter la surchauffe et la disintegration lorsqu'il penetre les couches denses de l'atmosphere. 
Ces boucliers sont actuellement concus en materiau composite, pour conserver une bonne efficacite 
sans trop penaliser la mission par une forte masse. En phase de reentree, la vitesse est tres rapide, 
superieure a 5 fois la vitesse du son, soit plus de 5000 km/h, ce qui provoque la formation d'un choc 
qui precede de quelques metres le vehicule, et s'y maintient tant que la vitesse reste elevee. Pendnat 
cette phase, les molecules d'azote N 2 ou d'oxygene 2 sont eclatees en deux atomes N ou O, suivant 
le cas, qui peuvent etre adorber par la surface du bouclier, c'est a dire s'y introduire, puis reagir avec 
des elements metallique du bouclier et s'en liberer en en prelevant au passage une certaine quantite 
d'energie, et s'opposer ainsi a une trop forte accumulation de la chaleur. En notant A l'atome libre 
N ou O, puis S un atome metallique de la surface du bouclier, l'adsoption atomique est decrite 
par la reaction chimique 

A + S — > AS (coef ficient de production a) . 

On retrouve exactement la situation decrite precedemment. On observe cependant une recombinai- 
son dite recombinaison d'Eley-Rideal, qui correspond a la reaction chimique 

A + AS — > A2 + S (coef ficient de production j3) . 

On note u(t) le nombre de moles de A a l'instant t, avec u(0) = uq ( > donne), puis de la meme 
facon v(t) le nombre de moles de S avec v(0) = vq (> donne), puis w(t) le nombre de moles 
de AS avec w(0) = et enfin z(t) le nombre de moles de A 2 avec z(0) = z (> donne) . Les 
equations representant la reaction sont obtenues en faisant un bilan de chaque nombre de moles, 
comme precedemment. On obtient 

u'(t) = - a u(t) v(t) - u(t)w(t) , 
v'(t) = - a u(t) v(t) + p u(t) w(t) , 
w'(t) = -p u(t) w(t) + a u(t) v(t) , 
z'(t) = P u(t) w(t) 
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On se place en un point proche du bouclier, done suffisamment distant du chos qui produit les 
elements A . La conservation des atonies (principe de Lavoisier) fournit deux integrates premieres. 
La conservation des atomes S donne 

v'(t) + w'(t) = , d'ou v(t) + w(t) = v . 

La conservation des atomes A donne 

2 z'(t) + u'(t) + w'(t) = , d'oii 2 z(t) + u(t) + w(t) = 2z + u . 

On se donne ensuite un pas de discretisation At , et on pose t n = n At pour tout n entier et on 
note respectivement u n , v n , w n , z n les approximations de u(t n ), v(t n ), w(t n ) , z(t n ) evaluees par 
le schema suivant : 

Un v n + j3 At v u n 

u n+l — z — ; 7 ~ / ; — n 7 ) v n+l 



1 + At {a v n + w n ) ' " +i 1 + At {a + 0) u n ' 

1 / 

w n +\ = v - V n+ i , Z n+ i = z + - ( u - U n+ i - W n+ i) . 

Les deux dernieres formules de ce schema traduisent exactement la conservation des nombres 
d'atomes A et S . 

Ce schema conserve la positivite de chaque nombre de moles. En effet, supposons que pour un 
n donne on ait u n > , w n > , z n > , ainsi que 

. P v 



a + p ' 

ce qui est bien le cas pour n = 0. On montre qu'alors ceci reste vrai au niveau n + 1. On a 

> P vq (1 + At (a + P) u n ) P v 

Vn+1 ~ (a + P) (1 + At (a + P)u n ) a + P ' 

On en deduit immediatement que 

V n +l < V n , PUIS W n+ l > W n ■ 

On en deduit ensuite 

< U n +\ < t < a < U n ■ 

~ 71+1 ~ 1 + At a v n ~ 1 + At ^ 

Les suites (u n ) et (v n ) sont decroissantes et minorees, done convergent. C'est done aussi le cas 
de w n = vq — v n et de z n = uq + | {uq — u n — v n ) ■ On vient de montrer qu'un comportement 
asymptotique est toujours realise. 

Les tests numeriques experimentes confirment ce resultat, comme le montre la figure ci dessous. 
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On observe, independamment des valeurs respectives des taux de production a et , que la 
reaction peut se decomposer en deux phases. Une phase rapide, ou v(t) et w(t) se stabilisent, puis une 
phase lente qui correspond a la stabilisation de z(t) puis de u(t) . La quantite R(t) = a v(t) — ft w(t) 
se stabilise lors de la phase rapide et sa limite caracterise les valeurs asymptotiques. On a, 

R n = oiv n - (3 w n = {a + (3) v n - p v > , 

d'apres l'estimation d'un minorant de v n . La rapport entre a et j3 est ici % = 25 , et les quantites 
representees sont des nombres de moles rapportees a une quantite de reference, soit initiale ou 
maximale. Pour d'autres valeurs relatives de a et de j3 , Failure reste la meme, les differences portant 
essentiellement sur la vitesse de convergence et les valeurs asymptotiques. Les valeurs initiates 
Uq, Vq et zq sont relativement grandes, et d'inevitables erreurs d'arrondis dues au calcul restent 
sensibles au niveau de la stabilisation. Ainsi la quantite R n theoriquement non negative peut devenir 
tres legerement negative, passant d'un nombre tres grand (ici 25 10 6 ) a un nombre tres petit (ici 
— 1.4 10~ 9 ). Cette etude permet d'evaluer la quantite de metal S qui doit etre disponible pour la 
phase de retour, sans surcharger inutilement le bouclier, et done la masse totale au depart. 
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1.3 Un exemple en biologie : la dynamique des populations 



On imagine un espace ferme, ou vivent deux especes d'animaux. II s'agit bien entendu d'une suppo- 
sition abstraite, bien que des exemples reels aient ete observes. Par exemple au sommet de Devil's 
Tower, dans le Wyoming, une espece de souris et une espece de serpents ont cohabite pendant des 
siecles, sans echanges avec l'exterieur compte tenu des falaises verticales entourant le site. 

On note u(t) le nombre d'individus de la premiere espece, et v(t) le nombre d'individus de la 
seconde espece, a l'instant t. On suppose que la premiere espece est un predateur de la seconde. En 
procedant a un bilan a chaque instant comme ci dessus, on obtient le modele mathematique suivant 

u = — n u + K u v , v' = — Xv — Muv + A(t) , 

ou n et A sont les coefficients de mortalite naturelle de chacune des especes, K le coefficient d'aug- 
mentation de la population de predateur en fonction des proies consommees, M le coefficient d'in- 
cidence de ce prelevement sur la seconde population et A(t) une ressource qu'utilise la seconde 
population pour se developper. Elle depend a priori du temps (elle peut changer avec les saisons 
par exemple). 

On ne peut pas exprimer aisement v en fonction de u afin de l'eliminer pour obtenir une seule 
equation en u, qui sera de toutes facons certainement difficile a integrer analytiquement. 

Une premiere question consiste a savoir si un etat d'equilibre viable peut se produire et se 
maintenir, au moins lorsque A est une constante. Dans ce cas les deux derivees u' et v' deviennent 
nulles et la premiere equation donne 

u ( K v — n) = , 

d'ou soit u = et il y a eu extinction des predateurs, soit v = £ . II est interessant de remarquer 
que l'equilibre de la population v ne depend que des parametres de ses predateurs. 
Pour la seconde equation, l'equilibre se traduit par 

A = v(X + Mu), 

d'ou compte tenu du premier equilibre pour v, 

AK - A ii 
U = Jt M ' 

qui doit etre positif. On obtient la condition 

AK > \ fi . 

Si elle n'est pas verifiee il y aura extinction des predateurs. Elle est toujours verifiee si A est 
assez grand, c'est a dire si la population v dispose de suffisamment de ressource, a la fois pour se 
developper elle meme et pour subir sans trop d'inconvenients le prelevement du predateur. 

Remarque : un exemple actuel correspond aux populations de pecheurs et de poissons peches, 
la "mortalite" du pecheur etant comprise comme une cessation d'activite "devenue non rentable". 
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L'etude elementaire que Ton vient de faire montre qu'a terme il y aura extinction de la population 
du metier de pecheur... sauf si on fournit suffisamment de ressources nutritives aux poissons. 

En reprenant les memes notations que pour la discretisation precedente, on propose la methode 
numerique suivante : 

u n+l = u n _ ^ Af u n+l + R ^ Af ^ = y n _ X Af ^+1 _ M ^ Af + Af ^ 

qui se resoud par 

+1 = v n + A(t n ) At un+l = un 1 + K At 

1 + A At + M u n At ' * 1 + [i At 

On remarque que le choix de cette methode offre plusieurs avantages : la positivite de u n+l et la 
positivite de v n+1 sont assurees (il n'y a pas de signe " — " dans les formules de resolution), sans 
aucune restriction sur la taille de At. II est indispensable de calculer v n+l avant de calculer u n+l . 
La figure ci dessus presente un test de cette methode, avec les valeurs suivantes des parametres : 

K = 0.0002, M = 0.042, fi = 0.12 , A = 0.24, A(t) = A (1 + a sin(ut)) , 

ou Aq = 1800, a = 0.75, u> = 0.1. Pendant un temps egal a 1000, on observe une premiere phase 
de transition, puis une convergence vers une courbe fermee qui correspond a un comportement 
periodique de la solution. Au bout du temps 1000, la solution a decrit environ 15 periodes. Lorsque le 
caractere saisonnier est reduit, l'amplitude de cette courbe periodique diminue. Ainsi, pour a = 0.15, 
on obtient les resultats suivants, toutes choses egales par ailleurs : 

On conserve un comportement periodique, dont la variation d'amplitude est plus petite. En 
prenant a proche de zero, on se rapproche davantage d'une valeur asymptotique correspondant 
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u 

H 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 i 1 

0.0 21.4 42.9 64.3 85.7 107.1 128.6 150.0 



a u = 65.714, v = 600, c'est a dire les valeurs prevues plus haut. Les valeurs de depart etaient 
uq = 120, vq = 400 dans chacun des cas. 



1.4 Un exemple en mecanique : la boule de petanque. 

On s'interesse au mouvement de roulement d'une boule de petanque sur un sol plat, apres l'instant 
de son impact sur le sol, et plus particulierement a la position qu'elle aura adoptee une fois stabilised. 
On note x(t) sa position a l'instant t comptee apres l'instant t = de l'impact, et on se fixe x(0) = 
pour designer le point d'impact. En notant v(t) la vitesse de la boule a l'instant t, avec v(0) = v 
donne, on a, par definition de la vitesse 

x'(t) = v{t) , 

et en introduisant un coefficient de friction note k, on decrit la perte de vitesse par l'equation 
suivante : 

v'(t) = - k v(t) . 
L'integration de ce systeme est immediate, et donne d'abord 

v (t) = v e~ kt , 

et ensuite, 

At) = v f(i- ) • 

On observe que si t — > + oo, cette position va converger vers le point ^ , qui ne sera cependant 
atteint qu'au bout d'un temps infini. Si on veut un arret de la boule avant un temps fini, on doit 
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par exemple modifier le terme de friction. On peut choisir de "renforcer" la puissance, en prenant 
pour equation de reduction de la vitesse 



v '(t) = - k v(t) 2 , 

qui conduit a la solution 

v ( t ) = i — 7~TZ — ' x ( t ) = y ln(l + ktv ) . 
1 + k t v k 

On remarque que x(t) tend vers l'infini avec t : la boule ne s'arrete jamais ! 

On propose alors une demarche inverse, en prenant comme reduction de vitesse, l'equation 
suivante, par exemple, 

V'(t) = - k yfi(j) , 

etant bien entendu que la vitesse v(t) reste positive ou nulle. On obtient 

v{t) = ( v 7 ^ - y ) > x (t) = v ot - k l - + k 2 l — , 



avec un instant d'arret 



et un point d'arret en 



x 



2 



3 k 



En reprenant les memes notations que precedemment pour la discretisation, on peut envisager 
la methode explicite suivante, pour l'equation de la vitesse : 

v n+l = y n _ k Af ^ ^ 

ou encore la methode implicite 



v n+l = v n _ k Af y^TT _ 

On peut meme combiner ces deux methodes pour ecrire la methode hybride suivante 

k At 



v n+l = y n 



Notre but est surtout de trouver une bonne approximation du point d'arret. En ce point, la vitesse 
va brutalement s'annuler, ce qui signifie qu'on ne doit surtout pas chercher a preserver la positivite 
de la vitesse. Or la methode implicite est telle que 

v n+l = q ^ v n = q ^ 

et il sera done theoriquement impossible d'obtenir une vitesse nulle en partant d'une valeur vq > 0. 
En pratique, le zero "machine" est atteint, et ceci se traduit finalement par une perte de precision 
non negligeable. 
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Ce n'est pas le cas des deux autres methodes. II faudra simplement convenir de corriger une 
eventuelle valeur negative de v n+1 en la remplacant par zero. En effet, pour la methode explicite, 
la positivite de v n+l n'est assuree que lorsque la condition suivante 



At < 



k 



est verifiee, ce qui interdit soit de voir v n devenir petit, et ce n'est pas ce que Ton cherche, soit de 
prendre un pas At constant ; il devrait etre actualise en fonction de \/v™ et deviendrait nul lors de 
l'arret de la boule, ce qui imposerait un temps de calcul theoriquement infini. 

Une fois le champ de vitesse obtenu, on obtient la position en discretisant l'equation x' = v , 
par exemple de la facon suivante : 



x 



n+l 



X 



+ At 



12, 



0.2, 



qui assure une bonne precision. 

Les trois methodes ont ete comparees pour les choix suivants des parametres : v 
et le parametre de discretisation At = 0.2. On obtient les points d'arret suivants : 

x = 137.96639 pour la methode explicite (E), 

x = 139.16635 pour la methode implicite (I), 

x = 138.56637 pour la methode hybride (H), 
le point d'arret exact etant x = 138.56406. II faut noter que pour la methode implicite, on observe 
en fait une asymptote : la vitesse tend vers zero, sur une dizaine de points de discretisation. L'arret 
est beaucoup plus net pour les autres methodes. 




133 134 135 136 137 138 139 140 



Malgre les apparences, la mise en oeuvre de la methode hybride est relativement aisee. II suffit 
d'ecrire la methode sous la forme suivante : 

k At 



,n+l 



^ vV +1 + y/v*J 



21 



qui devient, en divisant par yjv n+1 + 



et de proche en proche, on en deduit 



At 



k nAt 



ce qui revient a dire que cette methode interpole la solution exacte. II n'est done pas etonnant 
qu'elle apporte le meilleur resultat. 

Dans l'etude precedente, le calcul analytique nous a donne l'essentiel des renseignements sans 
qu'il soit necessaire d'utiliser le modele numerique. II a aussi permis de determiner le meilleur 
choix de la methode numerique. Cependant, si on souhaite generaliser le probleme, par exemple en 
prenant en compte l'heterogeneite du sol, le coefficient k dependant alors de la variable x elle meme 
dependante de v, l'utilisation du modele numerique devient incontournable. 



1.5 Un pret bancaire a taux variable 

On veut modeliser a chaque instant t le montant du capital restant du, note (f>(t), d'un pret a taux 
variable. On note x(t) ce taux variable ; il s'agit d'une fonction definie sur l'intervalle ]0, T[, a valeurs 
dans ]0,+oo[, T etant la duree du pret, qui evolue selon des criteres convenus lors de la signature 
de ce pret, en fonction d'un indice officiel, lie au cout de la vie ou au cout de la construction par 
exemple. Entre deux instants consecutifs t et t + At, ce taux est actualise selon la formule 

x(t + At) = x(t) + a(t) At x(t) , 

ou a(t) est une fonction donnee (liee au critere convenu). En divisant pas At et apres un passage a 
la limite, on obtient l'equation differentielle 

x'(t) = a(t) x(t) , 

qu'on peut resoudre en connaissant le taux initial x(0) = xq , qui est aussi une quantite connue lors 
du demarrage du pret. On obtient une expression de la forme 

x(t) = x exp ^ j a(s)ds 

qu'on peut expliciter dans la mesure ou l'integration de a est faisable analytiquement. 

Entre ces memes deux instants consecutifs, l'actualisation du capital restant du est decrite par 

(p(t + At) = (p(t) + x(t) At (p(t) - R(x(t),(f)(t),t) At , 

ou R(x, (f), t) correspond aux remboursements periodiques ou a d'eventuels remboursements anticipes 
(d'ou la dependance en t ), qui doit dependre de <j> parce que R doit devenir nul lorsque <j> = (on 
ne continue pas a payer apres qu'on a tout rembourse !) et il peut dependre de x pour assurer un 
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remboursement total au plus tard a l'echeance T. Ceci correspond par exemple a des mensualites 
variables. 

On divise par At comme precedemment, pour obtenir apres un passage a la limite, l'equation 
differentielle 

<f>'(t) = x(t) <t>(t) - R(x(t),<f,(t),t) , 

qu'on cherche a integrer en connaissant le montant initial du pret : (/>(0) = (fio . 
Notons qu'il est preferable de satisfaire la condition 

R(x(t),(/)(t),t) > x(t) <f>(t) , 

pour assurer la decroissance en temps du capital restant du, ce qui laisse supposer que l'organisme 
de credit a bien verifie que le titulaire du pret presentait bien les garanties suffisantes de solvability.. . 
Notons egalement que si cette inegalite n'est pas satisfaite, on ne doit plus appeler <f>(t) le "capital 
restant du", mais le "total restant du", qui incluerait un arriere d'interets ( tout ceci est cependant 
beaucoup pratique par les banques, pour reduire les risques de remboursements anticipes ). Le total 
des sommes versees est donne par 

f R(x(t),(p(t),t) dt . 
Jo 

La resolution analytique de cette equation n'est pas evidente, meme pour des cas simples. Ainsi 
pour a(t) = «o constant, la fonction <j> peut s'exprimer directement en fonction de la variable x mais 
la resolution fait intervenir la fonction "integrate exponentielle" definie par 

/ x xx 2 x n 
- dt = ln(x) + C + — + — + ... + r + ... 
t 1.1! 2.2! n.n\ 

ou C = Urn ( 1 + i + ... + - — ln{n) ) ~ 0.5772 est la constante d'Euler. On peut se 

dire que meme si on reussit a mener a son terme le calcul analytique, en s'aidant eventuellement 
d'un logiciel approprie, le resultat sera difficilement exploitable. 

On s'oriente plutot vers un choix de methodes numeriques adaptees. 

On note encore At le parametre de discretisation en temps, tel que N = ^ soit un entier, puis 
x n et (j) n les approximations respectives de x(nAt) et de 4>(nAt) . On peut prendre une methode 
explicite : 

x n+i = x « ( ! + a ( n At) At) , x° = x , 

puis 

= 0" ( 1 + x n At ) - R{x n ,(j) n+ \nAt) At , 0° = O . 

La dependance de R par rapport a <j> est evaluee en fonction de cp n+1 pour assurer que cp n+1 ne 
devienne pas negatif a la derniere echeance. La mise en oeuvre de cette methode est immediate, 
et elle permet l'utilisation d'un generateur de nombres aleatoires dans 1'evaluation de a(nAt), 
considere alors comme une variable aleatoire, ce qui permet de faire intervenir la volatilite. La 
figure precedente represente un calcul effectue pour un pret de 100 000 Euros sur une duree de 15 
ans, avec un taux de reference de 4%. On a pris At = , c'est a dire un mois, et le taux etait 



23 



100000 



AMORTISSEMENT SUR 15 ANS 



90000- 
80000- 
70000- 
60000- 
50000- 
40000- 
30000- 

20000- mensualites constantes 

10000- taux de reference: 4%, moyenne 0.01 , volatilite 0.025 
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module par une variable de Gauss (loi normale de moyenne m = 0.01 et d'ecart-type (volatilite) 
a = 0.025. Les mensualites sont de 750 Euros, sauf la derniere, de 619 Euros. Le total des sommes 
versees est de 134 869 Euros ; elle est obtenue en calculant 

N-l 

S = R{x n A n+l ,nM) At . 

71 = 

On remarque qu'au niveau de l'ecriture des equations, les modeles de la boule de petanque et 
du pret sont ressemblants, y compris la particularite de la necessite d'arriver dans une position 
"zero" a la fin du calcul, et les allures comparables des courbes de resultats. II y a cependant une 
grande difference d'echelle : 15 ans contre quelques secondes... On note egalement l'introduction 
d'un terme aleatoire dans le modele du pret, ce qui aurait tres bien pu etre aussi le cas pour la 
boule, pour representer d'eventuelles petites variations du sol. II est aussi interessant de remarquer 
que le variable x = x(t) qui joue dans les deux cas le role de la variable de position, n'est pas 
toujours une variable d'espace. 

On retiendra ainsi une certaine unite de la demarche dans la modelisation numerique, malgre 
la tres grande disparite des exemples d'application. 

1.6 Les hypotheses mathematiques 

Ces quatre premiers exemples permettent deja de rentrer dans le sujet : on y a introduit des methodes 
numeriques, on a pu voir que le choix de ces methodes etait toujours lie au resultat attendu d'une 
part, au cout de calcul d'autre part. 



24 



Le resultat theorique le plus connu pour les equations differentielles est bien sur le theoreme 
de Cauchy, qui exige une condition de Lipschitz sur le second membre. Plus exactement, pour une 
equation de la forme 

y'(t) = f(t,y(t)) , 
on suppose que la fonction / verifie une propriete de la forme 

3L>0 , W>0 , \f(t,y) - f(t,z)\ < L \y - z\ , 

appelee condition de Lipshitz uniforme et L est la constante de Lipshitz. 

II se trouve que cette condition n'est pas toujours remplie en pratique. Pour l'exemple de la 
boule de petanque, le cas realiste correspond a 

f(v) = - k y/v , 

ou, de facon plus generale, 

f(v) = - k , 

avec < P < 1, qui ne satisfait pas la condition de Lipschitz en v = 0, valeur qui doit pourtant etre 
atteinte en realite. Cependant un changement de variable evident : poser u = ou u = v l ~@ dans 
le cas plus general, permet de retrouver la condition de Lipshitz. Dans les deux premiers exemples, 
un terme en uv introduit un caractere quadratique dans les equations, mais on doit noter qu'en 
pratique, ce terme reste borne, et la perte du caractere lipshitzien de / a l'infini ne pose en fait pas 
de veritable probleme. Dans le dernier exemple, on n'a pas la maitrise du terme de remboursement 
R(x, (/>, t), qui peut presenter une croissance instantanee tres forte en cas de remboursement anticipe 
important ; ici non plus le caractere Lipschitzien n'est pas toujours respecte. On retient qu'au 
premier degre, on ne sera pas toujours dans les hypotheses d'application du theoreme de Cauchy, 
mais qu'en se donnant la peine de faire une etude prealable, assez sommaire quelquefois, on verifie 
bien souvent qu'on peut effectivement s'y ramener. 

II y a cependant des cas ou il est impossible de se ramener a la condition de Lipschitz, lorsqu'elle 
n'est deja pas assuree au niveau de la donnee initiale. Par exemple, reprenons le cas de la boule de 
petanque avec v(to) = et j3 = |, pour un instant to donne et t > to, en n'excluant pas a priori la 
possibilite d'une vitesse negative, ce qui correspond a l'equation 

v'(t) = - k . 

On s'attend bien sur a ce que la boule ne bouge pas, c'est a dire a la solution v(t) = 0. II existe 
cependant une autre solution donnee par 

v(t) = _ 

qui traduit un mouvement accelere vers l'arriere, completement inattendu et impossible physique- 
ment car il n'y a pas ici, au depart, d'energie disponible pour assurer cette mise en vitesse. Ceci 
constitue un exemple de non unicite de la solution. 

Une methode numerique instable partant d'une valeur Vo < 0, meme tres proche de zero pourra 
se brancher sur l'approximation de cette solution si on utilise \/\v n \ au lieu de ^Jmax (v™, 0) . 
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De tels exemples apparaissent cependant dans certaines applications en physique, lorsque suf- 
fisamment d'energie est disponible. C'est le cas en bord de mer, sur une plage, on voit des vagues 
alors qu'une surface horizontale de l'eau est tout a fait possible. C'est parce qu'il y a suffisamment 
d'energie presente pour assurer le maintien et la propagation de ces vagues. Le profil de la surface 
de l'eau est horizontal entre deux vagues, puis se modifie brusquement au passage de la vague. 
II s'agit d'un phenomene de bifurcation, qui apparait lorsque les conditions de l'unicite ne sont 
pas assurees. D'autres phenomenes de bifurcation apparaissent en physique, ou tout simplement 
en science de l'environnement, lorsqu'apparaissent certaines catastrophes, comme des tornades, cy- 
clones ou meme des raz de maree. 




Un autre exemple concernant la boule de petanque consiste a remarquer que si une boule est 
immobilisee a un instant to, en un point xq, et que Ton se pose la question de retrouver l'histoire 
recente de cette boule, toutes les solutions suivantes sont possibles. Soit t\ < t 0l t\ > ; on pose 



v(t) 



(ti - tf SI t < t x 
si ti < t < t 



X\ 



Xq 



2v§ 



On obtient qu'il est possible que la boule ait ete lancee au point x\ ci dessus, a la vitesse v 0l a l'instant 
t = 0, puis qu'elle ait roule jusquau point x$, pour s'y immobiliser a l'instant t\, et qu'ensuite elle y 
soit restee immobilisee, et qu'on la retrouve a l'instant t > t\ toujours a cet endroit. Bien entendu, 
si t\ = 0, la boule n'a meme pas ete lancee entre les instants t = et to. Dans chaque cas, a l'instant 
t\ > 0, on assiste a une bifurcation. Notons que nous n'avons ici considere que des vitesses positives, 
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la meme chose est possible avec des vitesses negatives, et on le retrouve en prenant le symetrique du 
cas precedent par rapport au point xq. On retient qu'il est difficile, par la modelisation de retrouver 
l'histoire d'un phenomene. On peut tout au plus faire une hypothese sur un etat anterieur, puis par 
la modelisation, valider cette hypothese en retrouvant, par le calcul, l'etat present a partir de cet 
etat anterieur. 

1.7 Quelques generalites sur les methodes numeriques 

On considere toujours une equation de la forme 

y'(t) = f(t,y(t)) , y(0) = y , 

ou yo constitue une donnee initiale. La fonction y peut etre a valeurs reelles ou meme a valeurs dans 
R d , d entier sans que cette generalisation ne pose de probleme theorique particulier. La fonction / 
est supposee satisfaire la condition uniforme de Lipschitz, de constante L, c'est a dire 

Vt >0, V3/,zeAcR d | f(t,y) - f(t,z) \ < L \y - z\ , 

ou A designe une partie de R d contenant les valeurs attendues de /. En effet, on peut tres bien 
satisfaire une condition de Lipschitz uniforme sur une partie bornee de / qui contient les valeurs 
attendues, et ne pas en satisfaire sur R d tout entier. Par exemple, pour l'equation 

y'(t) = - y{tf , y(0) = y > , 

il est immediat que les valeurs de y(t) restent positives et inferieures a y , la fonction y etant 
decroissante. On peut ainsi prendre A = [0, yo] ou / verifie une condition de Lipschitz de constante 
L = 2y 0l tandis qu'elle n'a pas de telle propriete sur M tout entier. 

Reprenons les notations de discretisation precedentes, le pas de discretisation etant note At et 
l'approximation de y(nAt) etant notee y n a tout instant t n = nAt. Une methode numerique est 
representee par une expression de la forme suivante 

y n+l = y n + At y n , At) 

ou la fonction 

$ : (t,y,h) — > $(t,y,h) 

est definie et continue sur [0, T] x A x [0, ho] avec h fixe, et A eventuellement un peu plus grand 
que le precedent pour contenir les valeurs de la solution approchee. 
Si la fonction $ satisfait une condition de Lipschitz uniforme 

3 M > W e [0,T], G [0,h ], Vy,z e A, \$(t,y,h) - $(t,z,h)\ < M \y - z\ , 

la methodes est stable, c'est a dire qu'une petite perturbation des donnees ne pourra provoquer 
qu'une petite perturbation du resultat. De plus la methode est consistante avec l'equation qu'on 
approche si et seulement si 

We [0,T], VyeA ®{t,y,0) = f(t,y) . 
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Si ces deux conditions sont respectees (stabilite et consistance) alors la methode est convergente, 
c'est a dire qu'en faisant tendre At vers zero, la difference entre la solution approchee et la solution 
exacte y(t) tend egalement vers zero aux points de la discretisation. On a en fait une inegalite de 
la forme 

Sup \y n -y(t n )\ < K At , 

ou K est une constante dependant des donnees, et plus particulierement de la regularite de /. 
La methode est precise a l'ordre 2, c'est a dire qu'une inegalite de la forme 

Sup \y n -y(t n )\ < K At 2 , 

est verifiee, lorsqu'on ajoute la condition necessaire et suffisante suivante, 

We [0,T], Wye A ^(t,y,0) = \f {l) {t,y) , 

avec 

f (1) (t,y) = ^(t,y) + f(t,y) ^(t,y) . 

Cette fois, la constante K depend de la regularite de f^ l \ ce qui constitue une hypothese plus 
restrictive. En posant ensuite, de proche en proche 

f (k+l \t,y) = ^(*>v) + f(t,y)^(t,y) , 

on atteint une precision d'ordre p si et seulement si les conditions suivantes, 

We [0,T], Vye A ^(t,y,0) = f (k \t,y) 
sont verifiees pour k = 1, ..,p — 1. On a alors une inegalite de la forme 

Sup \y n -y(t n )\ < K At p , 

ou K depend cette fois de la regularite de f( p \ 

Dans l'exemple de la boule de petanque, la solution etant notee v, on avait f(t, v) = —ky/v, ou 
k est une conatante positive ici. La methode retenue s'ecrivait 



v n + l = v n _ 



( vV +1 + Vv^j 



ou encore 

k At 



\ / v n+1 

La fonction $ correspondante est 



$(t,v,h) = — k y/v . 
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On a bien 

$(M,0) = — k y/v = f(t,v) , 

d'ou la consistance. Par ailleurs, | f^(t,v) = ^ , et la methode est bien d'ordre deux, car 
|^ (t, v, 0) = Ensuite, les termes sont tous nuls pour k > 2, ainsi que les termes , ce qui 
signifie que tous les ordres de precision sont atteints, et, effectivement, nous avions bien remarque 
que la solution approchee interpolait bien la solution exacte. Par contre, la condition de Lipschitz 
n'est pas assuree, ni pour / ni pour $, ce qui ne nous gene pas particulierement ici, s'agissant 
d'une condition suffisante seulement. En fait, si on effectue un changement de variable de la forme 
y = y/v , on retrouve des conditions de Lipschitz sur les nouvelles expressions de / et de $. 

Considerons maintenant cet autre exemple : 

y'it) = - y(t) 2 , y(Q) = yo avec y > o . 

On utilise la methode suivante : 

y n+l = y n _ AT y n y n+l ^ 

qui correspond aussi a l'expression 

+1 = y 

1 + At y n 

On remarque que pour tout n G N, on a < y n < y°, et done le choix de A = [0,yo] est possible, 
et / verifie bien la condition de Lipschitz sur A. La fonction $ est donnee par 

et on vefifie bien que le critere de stabilite est satisfait, ainsi que le critere de consistance $(t, y, 0) = 
~y 2 = /(^y)) e t done la convergence est assuree. De plus, on calcule d'une part 

f {1) (t,y) = f(t,y) d J-(t,y) = (-y 2 ) (-2y) = 2 y 3 , 

d® ( . M y 3 

||(*,I/,0) = y 3 = ±-fU{t,y). 

Cette methode est d'ordre deux. II est interessant de remarquer que la methode explicite y n+l = 
y n — At (y n ) 2 n'assure la positivite que pour At < ^, ce qui peut etre restrictif si y est grand, et 

que la methode implicite y n+l + At (y n+1 ) 2 = y n exige une resolution d'equation du second degre, 
donnant 



et d'autre part, 



d'ou 



n+l = 

y 2At 



un peu plus lourde que notre exemple, en n'assurant que l'ordre un en precision. Cet exemple montre 
qu'un schema plus precis n'est pas forcement plus complexe. 
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1.8 Conclusion 



De facon generale, on retiendra surtout la complementarite des deux modeles, mathematique et 
numerique, dans chacun des exemples proposes, et que le choix du modele numerique n'est jamais 
reduit a l'unite, et il est toujours preferable de faire le meilleur choix possible, evidemment, et ceci 
exige une certaine competence dans le domaine du calcul scientifique. 

On retient aussi que pour les deux premiers exemples d'une part, les deux autres d'autre part, 
les equations se ressemblent beaucoup, bien que les applications soient tres differentes, notamment 
les echelles de temps ou la signification des variables. Cette situation est frequente ; pour faire court, 
on dirait "les equations sont les memes, ce sont les applications qui changent..." 

Enfin, on a pu constate qu'en dehors du champ d'application des hypotheses mathematiques 
(la condition de Lipschitz ici) le comportement pouvait perdre son realisme, ou plusieurs comporte- 
ments possibles etait envisageables. II sera alors, au niveau du modele mathematique, imposer une 
condition supplementaire pour ecarter un comportement irrealiste, une condition d'entropie par 
exemple, qui interdit la croissance gratuite de l'energie, ou une autre condition pour fixer l'une des 
diverses solutions realistes possibles quand une telle situation se presente. Le plus souvent, lorsqu'on 
sort du champ d'application des mathematiques, on va plutot observer une perte de la stabilite, et 
un calcul qui n'est pas mene a son terme. 



30 



Chapitre 2 



La 



Modelisation d'une onde 



2.1 



Qu'est ce qu'une onde ? 



II est bien rare que, dans un traite de physique, on trouve la definition d'une onde, tellement le 
concept est evident pour ceux qui le pratiquent tous les jours. On ne s'attendra pas plus a trouver 
la definition d'une vache dans un traite d'agronomie...(la recherche internet de "definition of a cow" 
donne cependant des resultats interessants, qui n'ont que peu de liens avec l'agronomie..). 

L'onde est quelquefois definie comme une perturbation qui transporte une energie d'un endroit 
a un autre. Ceci est un peu abstrait, plutot restrictif car, par exemple, la variable de position 
ne represente pas toujours l'espace, et exige de se reporter a la definition d'energie, qui n'est pas 
evidente a concevoir dans un contexte general (par exemple dans les domaines economiques ou en 
sciences humaines...). On va preferer se fier a l'idee que Ton s'en fait, par nos propres observations 
personnelles. 

La perception intuitive d'une onde correspond a un profil qui se deplace, ou se pro- 
page, en subissant eventuellement une modification continue au cours de son evolution. 

Ce deplacement n'a pas lieu systematiquement dans l'espace physique, il peut s'agir d'une 
evolution sur une grille donnee, representant des etats possibles, comme par exemple un echelle de 
notations. D'un point de vue mathematique, ou les trivialites sont de rigueur, on peut proposer un 
profil plat, de vitesse nulle, comme premier exemple, completement denue d'interet... 

A partir de cette simple interpretation intuitive, il est possible de modeliser par une equation 
mathematique la propagation d'une onde. Pour la situer nous utiliserons une variable de position, 
par exemple une variable d'espace, qui sera notee le plus souvent x e M. d si d est la dimension de 
l'espace, et une variable d'evolution, par exemple le temps, qui sera notee t > 0. Les valeurs 
de t seront appelees des instants, par analogie avec le temps, et la difference entre deux instants 
consecutifs sera appelee une duree. De la meme facon, les valeurs de x seront appelees des points 
et la difference entre deux points sera appelee une distance. 

Nous allons commencer par construire cette equation, qui sera appelee equation d'onde, puis 
quelques termes techniques seront introduits, et ensuite plusieurs exemples d'applications seront 
adaptes. 
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2.2 L'equation d'onde 



On se place en dimension un d'espace, pour l'instant. En un point x et a un instant t, on note 
<f>(x, t) l'amplitude du profil d'onde. Nous allons comparer les situations consecutives a deux instants 
consecutifs t et t + At, avec At > 0. Si la position du profil a l'instant t est x, sa position sera 
devenue x + Ax a l'instant t + At, en tenant compte d'un petit deplacement Ax proportionnel a 
At que Ton represente sous la forme 

Ax = \(x,t,(fr, ..) At 

avec un coefficient \{x, t, <f>, ..) reel, qui a la dimension d'une vitesse. On l'appelera vitesse ca- 
racteristique de l'onde. 

La modification continue eventuelle du profil d'onde pendant la duree At est elle aussi propor- 
tionnelle a At et sera notee At S(x,t, (j), ..). Cette definition intuitive nous conduit a ecrire 

<f>(x,t) = <j>(x + Ax, t + At) + At S(x,t, (/),..) + Atco(At) 

ou oo (At) est un module de continuity, c'est a dire une fonction reelle, continue et nulle a 
l'origine, ainsi co(At) — > si At — >0. Compte tenu de la relation precedente, c'est a dire Ax = 
\(x, t, (f), ..) At , on peut ecrire 

(p(x,t) = (p(x + X(x,t,cf),..)At,t + At) + AtS(x,t, cf), ..) + Atco(At), 

et obtenir apres un developpement limite au premier ordre, quelques simplifications immediates, puis 
un passage a la limite lorsque At — >0, et aussi sous reserve de disposer de la regularite suffisante, 
l'equation suivante 

d(f) d(f> 

— + \{x, t, (/),..) — + S(x,t,4>,..) = 0. 

II s'agit d'une equation du premier ordre, puisqu'elle ne fait intervenir que des derivees premieres. 
La vitesse caracteristique \{x, t, (j), ..) doit etre reelle. Le terme S(x, t, (j), ..) est appele terme source. 
Cette equation modelise la propagation d'une onde d'amplitude (j) et est appelee equation d'onde. 

Les quantites A et S peuvent dependre de la position x et de l'instant t, ou de l'amplitude <j>, ou 
encore de tout autre parametre exterieur susceptible d'intervenir. Lorsque la vitesse caracteristique 
A depend effectivement du profil (j), c'est a dire lorsque §^0, on dit que l'onde est vraiment non 
lineaire. Dans le cas contraire, pour |^ = 0, l'onde est dite lineairement degeneree. 

2.2.1 L'exemple fondamental : l'equation des ondes 

On considere, sur l'axe reel, la translation d'un profil d'une distance X t proportionnelle a t, le 
temps, pour Ao reel donne. Si ce profil est represente par le graphe d'une fonction donnee (f>o{%), on 
obtienta chaque instant t un nouveau profil represente par 

(f>(x,t) = (f> (x - X t) . 

II est immediat de verifier, si (j) est suffisamment reguliere, que (j) est solution de l'equation d'onde 

^ + A — = , 
dt dx 
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et satisfait la condition initiale 

(p(x, 0) = (p (x) . 

En derivant encore une fois, on obtient 

d 2 (j) _ _ _ d^_ _ a2 d^_ 

dt 2 dtdx dxdt dx 2 ' 

qui exprime que <f> est une solution de l'equation des ondes classique 

d 2 <P 2 d 2 <P 

dt 2 A ° dx 2 ~ U • 

II est important de remarquer que Ao n'apparait seulement que dans l'expression Aq, ce qui signifie 
qu'on aurait obtenu le meme resultat en remplacant Ao par — Ao- De fait, un profil determine par 
la fonction 

ip(x,t) = ip (x + \ t) 

est solution de l'equation d'onde 

dip dip _ 

dt " A ° dx~ ~ ° ' 
et de la meme equation des ondes que precedemment, 

d 2 ip , 2 d 2 ip _ n 
dt 2 dx 2 ~ U ' 

Les deux profils (p et ip representent deux ondes de vitesses opposees. La solution generale de 
l'equation des ondes est donnee par la superposition de ces deux ondes : 

w(x,t) = (p (x — X t) + ip (x + X t) . 
On obtient l'expression des profils (p et ip en imposant deux conditions initiales, la premiere etant 

w(x,0) = (po(x) + ip {x) , 
et la seconde portant sur la derivee en temps 

dw 

— (x,0) = A (cp' (x) - ip' (x)) , 
qui exprime la vitesse initiale. En pratique, on se donne un profil initial 

w(x, 0) = Uq(x) , 

et une vitesse initiale 

dw 

— (x,0) = v {x) , 
et on en deduit (po et ip$ en integrant respectivement les deux equations 

(p' (x) = ^ ( A u' (x) + v (x)) , ip' (x) = ^ (A u' (x) - v (x)) . 
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II faut retenir que la methode de separation des variables, consistant a rechercher une solution de 
la forme w(x,t) = u(t)v{x) puis a superposer les differentes solutions obtenues, est d'une utilite 
contestable ici. En effet, compte tenu de ce qui precede, les fonctions u et v devront etre telles 
que u(t)v(x) soit une fonction de x — \$t ce qui ne peut etre verifie que par des exponentielles. Le 
comportement a l'infini pourra alors poser des problemes insurmontables en general, ce qui imposera 
des choix exclusifs d'exponentielles bornees, c'est a dire a argument imaginaire pur, et on va ainsi 
retrouver la transformation de Fourier. 

Comme A est ici une constante, toutes ces ondes sont lineairement degenerees. 



2.3 Quelques exemples d'ondes 
2.3.1 Un produit financier 

On considere un produit financier qui peut etre un portefeuille d'actions ou d'obligations ou encore 
des produits derives, dont la valeur est influenced par le marche qui impose un taux de rendement, 
et par des mouvements de capitaux : achats, ventes, retraits, depots, etc... En anglais, on utilise le 
terme "asset" pour designer ce type de produits. 

La variable de position est ici le taux de rendement du produit, et la variable devolution est le 
temps. La valeur du produit a l'instant t lorsque le taux de rendement est x, est notee (p(x, t). Entre 
deux instants consecutifs t et t + At le taux de rendement subit une correction Ax = A At, et 
la valeur du produit subit une variation egale a xcp(x,t)At en benefice ou en perte suivant le signe 
de x, liee a la variation du marche, augmentee ou diminuee d'eventuelles operations d'achat ou de 
vente dont le bilan pendant la duree At est note B(x,t, (J)) At. Notons que la dependance de B par 
rapport a <j> est naturelle : si <j> devient nulle, on ne peut plus vendre. On obtient l'equation de bilan 
suivante 

(j)(x + XAt, t + At) = (f>(x,t) (1 + x At) + B(x,t,(f>) At + At co(At) 
qui conduit a l'equation d'onde suivante 

^ + A^ = X(/. + B(x,t,cf)) (3.1) 

ou le terme source est de la forme S = —xcfi — B(x, t, <j>). 

En general le taux de variation, qui correspond ici a la vitesse caracteristique A, est impose 
par le marche et est independant de (f> lorsque le portefeuille reste "modeste". Par contre, de gros 
mouvements speculatifs de capitaux peuvent provoquer une variation de A. On pourra considerer 
que le modele est vraiment non lineaire lorsque de tels gros mouvements apparaissent, et qu'il est 
lineairement degenere pour les "petits porteurs". 

Le cas du livret de la Caisse d'Epargne (par exemple) rentre egalement dans ce cadre. Le taux 
de remuneration x est toujours positif et reste longtemps constant, ce qui se traduit par une vitesse 
caracteristique A nulle pendant ces periodes. Lorsque le ministere des finances decide une variation 
du taux de remuneration x, la vitesse A subit une variation brutale sur une duree tres courte, et on 
est amene a l'interpreter comme une impulsion ou une masse de Dirac, notee S habituellement. 
Imaginons qu'un titulaire de livret fasse un mouvement de retrait ou de depot exactement a l'instant 
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de la variation du taux de remuneration : le produit se comporte comme le carre d'une masse 
de Dirac 8. Or l'espace des distributions n'etant pas une algebre, on n'a pas la faculte d'y effectuer 
des multiplications, et en particulier de definir 8 2 . En pratique cette eventualite n'apparait jamais, 
puisque la modification de A a lieu a minuit, lorsque les operations sont bloquees, et qu'il n'est done 
pas possible d'effectuer des mouvements de depots ou de retraits. 



2.3.2 L'age d'une population 

On considere une population donnee, et on note (p(x, t) le nombre d'individus ayant l'age x a l'instant 
t. Ainsi, la variable de position x ne correspond pas ici a une variable d'espace. Dans la plupart des 
cas, on s'attend a voir chaque individu vieillir a la meme vitesse, e'est a dire d'un accroissement 
d'age Ax = At pendant une duree At. On obtient une vitesse caracteristique A = 1, et bien entendu 
l'onde sera lineairement degeneree. 

Pour prendre en compte la mortalite, on introduit un coefficient /i(x) qui depend de facon 
croissante (en general) de l'age, et qui va apparaitre dans un terme source indiquant que pendant 
la duree At 1'efFectif de la population d'age x decroit de fi(x) <f>{x, t) At. Le bilan donne 

<f>(x + Ax, t + At) = (f>(x,t) (1 - fi(x) At) 

qui conduit a l'equation d'onde 

* + = o (3,, 

Quelquefois, la vitesse de viellissement A n'est pas constante et peut dependre du temps. Ainsi, 
pour certaines especes d'insectes, le processus d'hibernation ralentit de processus de vieillissement, 
ce qui se traduit par une valeur de \(t) beaucoup plus faible que la normale. Au contraire, pour un 
pare d'objets fragiles, le passage de l'hiver va rendre les pannes plus frequentes et done accelerer le 
processus de vieillissement. Une dependance en x n'est pas exclue non plus : une forte canicule peut 
accelerer le processus de viellissement des membres les plus ages d'une population. Le coefficient 
fi(x) n'est pas toujours croissant ; ainsi, dans un systeme de proies-predateurs, les proies les plus 
faciles sont les plus vulnerables, done souvent les plus jeunes et les plus vieux. Ce coefficient peut 
aussi dependre du temps : par exemple la mortalite d'une population de truites n'est pas la meme 
avant ou apres l'ouverture de la peche. L'equation d'onde precedente se generalise ainsi en 

W + X ^ iL + ^ = • 

On peut envisager egalement de ne plus considerer la population d'un point de vue global, mais 
aussi de sa localisation dans l'espace, qui peut etre d'une, deux ou trois dimensions. La population 
d'eudemis sur un rang de vigne va par exemple utiliser la dimension un, pour une population 
humaine sur un territoire, ce sera la dimension deux, et la dimension trois va convenir pour decrire 
une population de poissons dans un modele oceanique par exemple. On atteint ainsi une dimension 
"quatre" pour la variable de position; cette dimension peut encore augmentr si on tient compte 
d'autres parametres : le poids , la taille, etc... 
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2.3.3 Le trafic routier 



On considere un cas simple, ou tous les vehicules vont dans le meme sens (comme sur une rocade 
par exemple). La variable de position correspond a une variable d'espace, en dimension un bien 
evidemment, et la variable devolution est le temps. La densite du trafic au point xet a l'instant 
t est representee par son amplitude <f>{x,t). La vitesse du trafic est notee v et depend a la fois de 
la position, du temps et de la densite du trafic. En effet, le trafic ne peut pas d'ecouler a la meme 
vitesse lorsque la densite du trafic est faible ou qu'elle est proche du bouchon (represents par une 
densite maximale fa. Sur un axe donne, on note g(<j>) la valeur maximale de la vitesse qu'autorise 
la densite du trafic ; il s'agit d'une fonction positive ou nulle de la densite, qui devient effectivement 
nulle lorsque la densite de bouchon fa est atteinte. II existe une autre contrainte, qui est la vitesse 
maximale autorisee, notee vm, qui peut dependre de la position x (plus reduite par exemple en 
agglomeration, zone de travaux, etc..) ou du temps t (les feux de circulation ; vm = lorsque le feu 
est rouge) et on obtient ainsi une borne de la vitesse donnee par : 

< v < Min{v M ,g{4>)) ■ 

Le debit ou le flux du trafic est donne par la quantite m = (f>v. On peut etablir une equation de bilan 
en considerant un segment de route de longueur Ax centre sur un point x, et sa situation en deux 
instants consecutifs t et t + At. On ecrit que le nombre de vehicules presents a l'instant t + At dans 
ce segment est egal au nombre de vehicules presents a l'instant t dans ce meme segment, diminue 
du nombre de vehicule qui en sont sortis, et augmente de ceux qui y sont rentres, en provenance 
d'un segment analogue centre sur un point x — Ax. Ce bilan donne 

<p(x, t + At) Ax = 4>{x,t)Ax - 4>{x,t)v{x,t)At + <p(x - Ax, t)v(x - Ax, t) At + ... 

En effet la sortie des vehicules du segment correspond a une partie de ce segment de longueur 
v(x, t)At pendant la duree At. II en va de meme du cote de l'entree. Les " ..." symbolisent d'eventuels 
termes d'ordre superieur en Ax ou At qui disparaitrons lors du passage a la limite, pour etablir 
l'equation d'onde. L'equation de bilan peut aussi se mettre sous la forme 

(f)(x, t + At) — (f)(x, t) (f)(x, t) v(x, t) — (f>(x — Ax, t) v(x — Ax, t) 

A* h Ax ~~ + 

et un passage a la limite lorsque Ax et At tendent vers zero simultanement aboutit a l'equation : 

dd> d , , . 

Cette equation est appelee equation de transport, et on la retrouve chaque fois qu'une densite 
(f> est transportee par un debit ou un flux note m. Dans le cas present, on a m = (f>v. De facon 
generale, elle s'ecrit 

d(f> dm 
dt dx 

Une equation d'onde peut etre obtenue en decidant que l'inegalite v < Min(v M , g(4>)) est realisee 
a l'egalite, c'est a dire 

v = Min{v M ,g{4>)) 

ce qui revient a exprimer que le comportement des conducteurs consiste a rouler le plus vite possible. 
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En posant /(</>) = <f> Min(v M , 9(<f>)), on obtient une equation de la forme suivante, dite conser- 
vative, 

£ + s'« = ° 

qui, lorsque / est derivable, prend la forme 
d'ou la vitesse caracteristique 

A = f '(</>). 




La fonction #((/>) est decroissante et concave; il existe (en general) une valeur (j) pour laquelle 
g(4>o) = vm ■ Ainsi, l'onde est lineairement degeneree pour < <j> < (fio et vraiment non lineaire 
ensuite, lorsque (fio < <j> < fa. 

La fonction g(<j>) depend beaucoup du comportement des conducteurs ; dans les pays ou le 
"headway" est respecte (il s'agit de l'espace qu'un conducteur laisse devant lui pour permettre a 
ceux qui le doublent de se rabattre ; il n'y a pas de mot correspondant en francais...), le graphe de 
g((p) est situe plus bien plus bas que dans les pays ou les distances de securite ne sont pas respectees. 
On note que le debit est nul en (j) = et en (j) = fa, et positif ailleurs, d'ou l'existence d'un debit 
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maximal qui coincide avec (j>$ lorsque (j>g'{(j>) + g((f>) < pour (j>$ < <j> < fa. Notons que la vitesse 
caracteristique A est negative sur un voisinage de fa. 



2.3.4 L'equation de Burgers 

On considere un ecoulement de fluide de vitesse u{x, t) au point x e R, a l'instant t > 0, et on fait 
l'hypothese que ce fluide n'est en rien perturbe. La vitesse n'est done pas modifiee, et entre deux 
instants consecutifs, on peut ecrire 

u(x + Ax, t + At) = u(x, t) 
et comme u correspond effectivement a la vitesse de deplacement, on aura 

Ax = u At 

au premier ordre. Le passage a l'equation d'onde correspondante donne 

du du 
dt dx 

qui est appelee Equation de Burgers du premier ordre. Cette onde est vraiment non lineaire. 

Une remarque importante consiste a faire le parallele avec l'equation 

m + n * ] dx- = °' 

que Ton multiplie par /"(</>), supposee non nulle. On obtient exactement l'equation de Burgers 
realisee par u = f'(<j>). On peut en deduire que, tant que la solution est reguliere, les solutions 
explicites de l'equation de Burgers permettent, en inversant l'equation f '(</)) = u, de construire des 
solutions explicites de l'equation generate en <j>. Par exemple, comme u represente une vitesse, on 
constate que 

X — Xq 

u = 

t-t 

est bien solution de l'equation de Burgers, et done que des solutions de l'equation generate en (f> 
sont obtenues implicitement par l'expression 

fi<t>) = x —^r . 

I — lO 

qui se resout de facon univoque quand par exemple /' est monotone, ce qui est bien le cas si /" est 
non nulle. On retrouve encore une onde vraiment non lineaire. 

Cette equation de Burgers joue ainsi un role central dans l'etude des equations du premier 
ordre, dans le cas vraiment non lineaire. 
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Un exemple, retour au trafic routier 



On veut simuler le depart au feu tricolore qui vient de passer au vert, dans un secteur urbain limite 
a v M = 50 kmh~ l soit v M = 13.8888889 m s -1 . On estime la densite du bouchon h fa = 0.1, soit 
un vehicule par 10 metres de chaussee en moyenne, et on prend la fonction g de la forme 

g(<j>) = A (<j>l - </> 2 ) , 

et en estimant que l'etat de la route ne permet qu'une vitesse maximale de 90 km h~ l (hors 
contrainte legale, bien entendu), on obtient A = 2500 . Le maximum du flux (f>g((f>) est realise pour 



la densite ^= , soit 0.057735 vehicules par metre, environ. On a g((f>) = vm pour (f) = 0* = y (ffi — ^j- 
soit 0.066666 vehicules par metre, environ, superieur a ^= . 



0.2000- 



0.1560- 



t= 10 



Demarrage au feu vert 



position du feu 



vehicules 
0.1120- al'arret 



densite du trafic 



demarrage 



trafic a la vitesse 
maximale autorisee 



vitesse du trafic,-— 



vit.Max 



= 50 km/h 



premier 
vehicule 



-0.0200 



i | i | i | i | i | i | i | i | i |- 
600 -500 -400 -300 -200 -100 100 200 300 



En posant 

f(<f>) = <j> Min(v Ml g(cj))) , 
et en positionnant le feu en x = et le passage au vert en t = 0, la resolution de l'equation 
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conduit a 



<f>{x,t) 



X 

3At 



SI 



si x > viat (rien n'est encore arrive) 

si (3vm — 2A (fil) t < x < vjrft (arrivee des premiers vehicules) 

— 2A(filt < x < (3vm — 2A (fil) t {pride de demarrage) 

si x < —2A(filt (vehicules encore en attente) 



Cependant, ce modele n'est pas realiste, puisqu'il admet implicitement qu'on puisse passer 
instantanement de la vitesse zero a la vitesse v M , J compris les camions... ceci n'est possible que 
pour un vehicule sans masse, qui pourrait etre soumis a une acceleration impulsionnelle. Les temps 
de reprise des moteurs et les temps de reaction des conducteurs font qu'un front de demarrage moins 
raide va apparaitre en realite. Par contre, l'onde de demarrage qui remonte la file de vehicules en 
attente est de profil realiste; sa vitesse de 50 m s~ l soit 180 km /i _1 est cependant bien exageree. 
On verra par la suite comment mieux decrire le comportement des conducteurs, ce qui aura pour 
effet d'introduire plus d'inertie dans le modele, et rectifier ces imperfections. 



2.4 Les caracteristiques 

L'expression Ax = X(x,t, (/>, ..) At conduit naturellement a l'equation differentielle 

= H<i>,x,t, ..) , 

que nous appellerons equation caracteristique, et qui correspond a une courbe particuliere du 
plan (x,t), appele le plan physique. En effet, en se restreignant a cette courbe, c'est a dire en 
prenant en compte la quantite (p(x(t),t) le long de cette courbe, on obtient l'equation differentielle 

j t <j>{x{t),t) + S{(i>{x{t),),x{t),t) = , 

qui exprime que (p(x(t),t) ne varie qu'en fonction du terme source, et en particulier reste constante 
le long de cette courbe lorsque 5 = 0, c'est a dire dans le cas homogene. Cette courbe est appelee 
courbe caracteristique. Elle permet souvent de construire explicitement des solutions. On peut 
l'interpreter comme la trajectoire d'une particule dont le mouvement serait controle par l'equation 
x'(t) = X. La donnee des deux courbes precedentes constitue le systeme caracteristique. 
Reprenons l'equation de Burgers 

du du 
dt dx 

les caracteristiques doivent verifier le systeme caracteristique, c'est a dire ici, 

x(i) = u (x(t),t) ; ^u(x(t),t) = 0. 

On constate que u(x(t),t) reste constant le long des caracteristiques, et comme de plus il s'agit 
aussi de la pente de ces caracteristiques, on aboutit a la conclusion : "les caracteristiques sont 
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des droites". Ainsi, en attribuant une valeur initiale, en t = 0, notee uq(xq), en un point xq, on 
obtient la caracteristique d'equation 

X = Xq + Uq{xq) t . 

Les donnees uq(xq) en chaque point xq constituent une fonction uq definie sur R, qu'on appellera la 
donnee initiale ou encore la condition initiale. 

Pour construire la solution en un point (x, t) de Rx]0, + o [, c'est a dire pour obtenir la valeur 
de u(x,t), il nous faut rechercher un point xq tel que 

u(x,t) = u (x ) , 

et ce point doit aussi satisfaire x = x + u (x ) t, c'est a dire etre le point de depart de la 
caracteristique, pour t = . En eliminant xq on obtient la condition implicite 

u(x,t) = Uq ( X — u(x,t)t) (4-1) 

qui est aussi appelee equation caracteristique. On observe que les caracteristiques issues de 
l'origine (en x = 0) sont de la forme 

u(x,t) = j (4.2) 

et cette remarque a deja ete notee lors de l'etude de l'equation de Burgers, elle permet de construire 
aisement des solutions explicites, et elle sera encore bien utile dans la suite. 
Dans le cas plus general de l'equation ^ + ^ (/(</>)) = , c'est a dire 

qui se reduit a l'equation de Burgers lorsque u = f (</>), les equations caracteristiques deviennent ici 

j t x{t) = f'{if,{x{t),t) ; ^{x{t),t) = 
et en notant (fio une donnee initiale on obtient l'equation caracteristique suivante, 

(j)(x,t) = (j) (x - f'((j)(x,t) t ) 

qui est implicite en <f>{x, t). Sa resolution permet de retrouver des solutions explicites en <f>{x, t). On 
derive maintenant cette expression par rapport a x, pour obtenir 

dx " i + t /"(</.) MO ' 

ou on a pose, pour simplifier, ^ = x — f'((f)(x,t)) t , ce qui permet de constater qu'en dehors des 
deux cas suivants : 

(f>Q croissante , / convexe 

4>o decroissante , / concave 

le denominateur risque de s'annuler pour une valeur positive de t. Dans un tel cas le terme |^ devient 
de plus en plus grand localement, et ce raidissement va se traduire finalement par une discontinuite, 
qui est couramment appelee une onde de choc. Une telle onde est un lieu de rencontre des ca- 
racteristiques, ce qui correspond effectivement a une ambiguite, chaque caracteristique apportant 
une valeur differente de la solution. Une rencontre de caracteristiques ne peut apparaitre que dans 
le cas d'une onde vraiment non lineaire ; elle est impossible dans le cas lineairement degenere. 
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2.5 Les champs conservatifs et les chocs 



Lorsque les caracteristiques se rencontrent, il est indispensable de caracteriser aussi ce lieu de ren- 
contre, de facon a determiner les secteurs d'influence des differents champs de caracteristiques. 
La figure ci dessous correspond a une equation d'onde vraiment non ineaire et homogene, les ca- 
racteristiques etant alors necessairement des droites issues de l'axe des x, c'est a dire t = . II s'agit 
de l'equation de Burgers, avec pour condition initiale 



et une rencontre de caracteristiques a effectivement lieu le long d'une courbe issue du point de 
discontinuity initial, en x = 1, dont l'equation est x = y/l + 1 , par la caracterisation que Ton se 
propose de construire. 

On commence par introduire un espace B puis la notion de champ conservatif. 

Definition 2.5.1 On note B I'espace vectoriel constitue des fonctions bornees sur]0, oo[xM, conti- 
nues sauf le long d'un nombre fini ou denombrable d'arcs de courbe reguliers. 

Cet espace decrit le type de regularity attendue : la solution d'une equation d'onde est continument 
differentiable, sauf le long des trajectoires des chocs, qui correspondent effectivement a des discon- 
tinuites. 

Definition 2.5.2 Soit U = (q,m) une application definie sur ]0, +oo[xM a valeurs dans R 2 et S 
une fonction localement integrable sur ]0, +oo[xM a valeurs dans R. On dit que U G B 2 est un 
champ conservatif de source S lorsque pour tout ouvert connexe A, de frontiere T A reguliere, 
dont la normale unitaire exterieure est notee tia, on a 



Si S = 0, il est appele champ conservatif homogene. 

Nous avons la propriete essentielle suivante. 

Theoreme 2.5.3 Si U = (q,m), un champ conservatif de source S sur ]0, +oo[xM, est de classe 



Remarque : dans le cas d'un champ conservatif homogene, la composante q peut etre interpreted 
comme une densite transported par le flux m. L'equation d'onde precedente est alors appelee 
equation de transport. 

Demonstration : On utilise la formule de Green Riemann sur un ouvert A quelconque, c'est a dire 






f U.tia da 



A 



div{U) dxdt 




dq 
di 



+ — — dxdt . 
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On obtient que sur tout ouvert A l'integrale 



^ + ^— — S J dxdt = , 
ot ox ) 

et comme l'expression integree est continue, elle est necessairement nulle, d'ou le resultat. 

Theoreme 2.5.4 Soit U un champ conservatif de source S defini sur ]0, +oo[xM, et S un arc de 
classe C l dans ]0,+oo[xM, dont la normale unitaire est notee v. On suppose U continu sauf sur 
S. Alors la composante normale de U , c'est a dire U.v, est continue le long de S. 

Demonstration. Soit (x,t) un point de S et e > tel que le disque D(x,t;e) de centre (x,t) et 
de rayon e soit inclus dans ]0,+oo[xR On note T le cercle de centre (x,t) et de rayon e, c'est a 
dire la frontiere de D(x, t; e), et n sa normale unitaire exterieure. L'arc £ separe D(x, t; e) en deux 
parties notees A\ et A 2 , dont les frontieres respectives sont notees ri et T 2l de normales unitaires 
exterieures respectives ^et v 2 . On notera U\ la restriction de U a A\, puis U 2 la restriction de U a 
A 2 . On oriente cette construction de telle facon que v 2 = v le long de S. 
Comme U est un champ conservatif de source S, on a les trois relations 

/ U.n da = S dxdt , 

JV J J D(x,t;t) 

I U\.v\ da = / / S dxdt , 

JTi J J A x 

\ U 2 .v 2 da =1] S dxdt . 



Or 




S dxdt = S dxdt +11 S dxdt , 

D{x,t;e) J J A x 



et en notant S e = D(x, t; e) fl S, on remarque que 

/ U.n da = U\.Vi da + U 2 .v 2 da — I {Ui-V\ + U 2 .v 2 ) da . 

■JV JTx Jt 2 JT, e 

On en deduit pour tout e assez petit, 

(f/i.^i + U 2 .v 2 ) da = , 



5y. f 



et comme les quantites Ui, U 2 , v\ et v 2 sont continues, il vient, au point (x,t), 

Ux.Ux + U 2 .v 2 = . 

Par ailleurs, les normales v x et v 2 sont colineaires et de signe oppose, c'est a dire que v x + v 2 
sur S e . Comme on a pris v 2 = u, on a aussi V\ = —u, d'ou l'equation 

(U 2 - U,) . v = , 
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en tout point de S, d'ou le resultat. 



Ce theoreme peut aussi s'exprimer ainsi : "la composante normale d'un champ conserva- 
tif est continue le long de tout arc de courbe du plan". Autrement dit, seule la composante 
tangentielle est eventuellement discontinue. Ce resultat va nous permettre de caracteriser les tra- 
jectories des chocs. 

Corollaire 2.5.5 Dans les conditions du theoreme precedent, en notant U = (q, m) puis en suppo- 
sant que I'arc £ peut etre represents par une equation de la forme x = x(t) , on obtient la Relation 
de Rankine-Hugoniot 

x '(t) (q 2 ~ qi) = m 2 - m 1 . 



Demonstration : II suffit de remarquer que v est colineaire au vecteur (x'(t), — 1), d'ou, en notations 
matricielles 

( <12 ~ qi \ ( x'(t) 
V 

c'est a dire la relation recherchee. 



?7i2 — mi I V —1 



2.5.1 Exemples, pour l'equation de Burgers 

On veut resoudre la probleme suivant 

du du 

Tt +u dx- = ^ 

avec la condition initiale 

, „x f 1 si x < 
u(x, 0) = < „ . „ . 
v ' ' \0 si x > 

2 

On recherche en fait un champ conservatif de composantes g = « et m = y. Les caracteristiques 
vont propager les valeurs (gi,mi) = (l, |) en provenance des x < a la vitesse u = 1, et les 
valeurs (52,^2) = (0,0) a la vitesse u = 0. II y a immanquablement rencontre des deux champs 
de caracteristiques le long d'une courbe d'equation x = x(t), issue de x = 0, telle que la relation de 
Rankine Hugoniot soit satisfaite, c'est a dire ici, 



x'(t) (0 - 1) = (0 - 



d'ou 

x'(t) = i , x(0) = , 



et done 

x(t) 
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La trajectoire du choc est une droite issue de l'origine et de vitesse |. La solution de notre probleme 
est maintenant bien determined ; elle est donnee par 



u(x, t) 



1 si x < | 
si x > | 



La trajectoire n'est pas toujours une droite. Reprenons l'equation de Burgers, avec la condition 
initiate 

, f x si < x < 1 

u{x, U) = 



Les caracteristiques ont pour equations 



x 



si x < ou x > 1 



u , u' = , 



d'ou l'expression de la solution suivante : u = le long des caracteristiques issues de x < ou 



x> l jU = _i_ 



le long des caracteristiques issues de x e]0, 1[. 



Exemple de choc pour l'equation de Burgers 




2.14-1 / / 



II y a rencontre des champs caracteristiques issus des x e]0, 1[ et des x > 1. La relation de Rankine 
Hugoniot donne ici 



2 



x'(t) 0- = 



1 + tJ V 2(1 + t) 2 
d'ou 

x'(t) = - , x(0) = 1 . 

w 2 (1 + t) ' v 7 
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reintegration de cette equation differentielle est immediate et donne la trajectoire de choc 

X (t) = y/l+t . 

On obtient la solution 

u(x,t) = 

Cette solution est representee dans la figure precedente. 



si x < ou x > \j\ + t 
^- t si < x < VTTt 



Remarque 2.5.6 De fagon generate, pour V equation de Burgers, on a 

_ m 2 - m x _ ^ - \ u 2 + ui 
x \t) — — — , 

q 2 - q\ u 2 - Ui 2 

qui exprime que la vitesse du choc est la moyenne arithmetique entre les vitesses des caracteristiques 

de part et d' autre du choc. 

Pour une equation plus generale de la forme 

on obtient, puisque q = (j) et m = /(</>), 

= f(<h) ~ f{<f>i) = j,^ ^ avec g enfre ^ ef ^ _ 

4> 2 - 4>i 

II s'agit encore d'une moyenne, ponderee par la fonction de flux. 

Remarque 2.5.7 Les trajectoires des chocs sont tres fortement liees a Vecriture de la forme conser- 
vative de V equation. Reprenons par exemple V equation de Burgers en la multipliant par 2u, pour 
obtenir 

du 2 d (2u^ 



+ — = 



qui devient en posant (f> = u 



2 



dt dx V 3 



avec f{4>) = | 4> 2 ■ En reprenant les memes donnees initiales, qui restent ici 

1 si x < 



<f>(x,0) 

la relation de Rankine Hugoniot donne 



si x > 



x , {t) = f(<h) ~ fW = 2 _ 
(j> 2 - (j>i 3 

Le choc se propage a la vitesse | superieure a la vitesse \ obtenue par la formulation conservative 
precedente. La trajectoire a ete fortement modifl.ee, passant de x = | a x = y. Ainsi, une simple 
operation algebrique peut fortement modifier les trajectoires des chocs. La raison en est que les 
derivees des profils u ou <f> s'interpretent au niveau des discontinuity comme des impulsions, et 
non plus comme des fonctions, et on se retrouve en dehors du contexte classique des algebres de 
fonctions. 
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2.5.2 Caracterisation des chocs : la condition d'entropie 

Nous avons observe l'apparition d'un choc lorsqu'il y avait rencontre de caracteristiques, et nous 
avons ensuite construit une caracterisation de la trajectoire de ce choc, a savoir la condition de 
Rankine Hugoniot. Cependant, cette condition peut aussi s'adapter a d'autres chocs qui ne corres- 
pondent pas a des rencontres de caracteristiques. Ces chocs ne sont pas attendus, ils n'ont pas de 
signification physique et il devient necessaire de disposer d'un nouveau critere qui va selectionner 
les "bons chocs", c'est a dire les chocs physiquement compatibles. 

Par exemple, toujours pour l'equation de Burgers, avec maintenant le donnee intiale 



, _ x f — 1 si x < 
y ' ' \ 1 si x > 



on observe que les deux solutions (differentes !) suivantes sont possibles : 

Ui(x,t) = u(x,0) , 

et 

{— 1 si x < —t 
j si — t < x < t 
1 si x > t 

Elles correspondent en effet toutes les deux a des champs conservatifs. La solution u 2 est continue, 
tandis que la solution u\ presente un choc stationnaire, c'est a dire de vitesse nulle, de trajectoire 
x = 0, qui est parfaitement compatible avec la condition de Rankine Hugoniot. En effet on a bien 
u\ = — 1 et u 2 = 1, done Ul + U2 = 0, qui exprime que le choc est bien de vitesse nulle, et ensuite, en 
integrant x'(t) = a partir de x = si t = 0, on retrouve bien la trajectoire x = 0. Cependant, cette 
trajectoire ne correspond pas du tout a un lieu de rencontre de caracteristiques issues des donnees 
initiales. 

Pour assurer qu'une rencontre de caracteristiques issues de la donnee initiate a bien lieu, il 
est necessaire d'ajouter une condition supplementaire appelee condition d'entropie parce qu'elle 
impose physiquement qu'aucune creation d'energie ne peut apparaitre spontanement. Notons (p(x — 
0, t) la valeur de ^ a gauche d'un point (x, t) d'une trajectoire de choc, et (f>(x + 0, t) la valeur de ^ a 
droite de ce point. Si la vitesse des caracteristique est notee X(</>), il y a rencontre des caracteristique 
lorsque 

X((/)(x-0,t)) > x'(t) > X((/)(x + 0,t)) . 
Si l'equation d'onde est de la forme suivante, en supposant / e C 2 (M), 

on a X((j)) = /'(</>), et la condition exige 

f'(Hx-0,t)) > f(<f>(x + 0,t)) , 

ou encore 

(f>(x + 0,t) - (f>(x-0,t) vrv ' ' rv ' " ~ 
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Par le theoreme de la valeur intermediate, il existe une valeur 6 comprise entre fax — 0, t) et 
fax + 0, t) telle que 

f"(9) (fax + 0,t)-fax-0,t)) < . 
On peut en deduire les resultats suivants : 

Proposition 2.5.8 La condition d'entropie est compatible pour un choc decroissant lorque f est 
convexe, ou encore pour un choc croissant lorsque f est concave. 

Remarquons que dans les autres cas, c'est a dire pour une discontinuite croissante avec / 
convexe, ou encore une discontinuite decroissante avec / concave, il y a toujours une solution 
reguliere possible. En effet, dans ces deux cas, la fonction /' est monotone, done inversible, et il 
suffit d'inverser la relation 

ou xq est le point ou se situe la discontinuite. On obtient 

fax,t) = [fT'f^^j pourf'(fa)t < x < f(fa)t , 

en notant fa et fa les valeurs a gauche et a droite de la discontinuite initiate en x . 
Une telle onde est souvent appelee onde de detente, ou encore onde de rarefaction. 

Remarque 2.5.9 Dans le cas general, lorsqu'il n'y a aucune hypothese de convexite sur f , on peut 
selectionner les chocs compatibles avec la condition d'entropie en procedant de la fagon suivante, au 
niveau d'une discontinuite initiale de valeurs fa et fa a gauche et a droite respectivement. 

Si fa < fa (discontinuite croissante) on remplace f par son enveloppe convexe sur Vintervalle 
[fa, fa]. Les chocs qui subsistent sont compatibles. 

Si fa > fa (discontinuite decroissante) on remplace f par son enveloppe concave sur Vintervalle 
[fa, fa}. Les chocs qui subsistent sont compatibles. 

Notons que les chocs qui subsistent correspondent a des parties rectilignes de V enveloppe convexe 
ou concave, suivant le cas. 

Remarque 2.5.10 Dans le cas d'une discontinuite lineairement degeneree, il n'y a pas de ren- 
contres de caracteristiques possibles, et bien entendu pas de chocs possibles au sens oil Us corres- 
pondent a des rencontres de caracteristiques. II peut cependant y avoir des discontinuites, qui sont 
transportees par la vitesse X(x,t), qui sont appelees des discontinuites de contact. 

2.5.3 L'unicite 

II existe un resultat d'unicite de la solution verifiant la condition d'entropie, qui est du a S.N.Kruzkov 
et O.A.Oleinik, que Ton peut enoncer ainsi : 

Theoreme 2.5.11 Si la donnee initiale fa est bornee et continue par morceaux, si S verifie une 
condition de Lipschitz et si f 6 C^M). il existe une solution unique de V equation 

appartenant a I'espace B et compatible avec la condition d'entropie. 
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Ce theoreme est admis, sa demonstration etant relativement technique. II est important de noter 
que les fonctions de B sont bornees, et l'unicite n'est possible que dans un espace de fonctions 
bornees comme le montre l'exemple suivant. 



On reprend l'equation de Burgers 



du du 
dt dx 



avec la donnee initiale 

u(x,0) = . 

II existe une solution triviale u(x,t) = qui est bien unique compte tenu du theoreme precedent. 
On peut cependant noter que la fonction v definie par 



v(x, t) 



fo 


si 


X 


If 


si 


X 



> Vt 

< y/t 



est egalement une solution qui comporte deux discontinuites le long des trajectoires x = —y/t et 
x = y/t, qui sont toutes les deux decroissantes, done compatibles avec la condition d'entropie. On 
observe aussi que cette solution v n'est pas bornee au voisinage de l'origine, lorsque t est petit. Elle 
n'entre done pas dans le cadre d'application du theoreme, et doit etre rejetee. 



t Exemple de choc pour l'equation de Burgers, Cas non borne 




-2-10 1 2 
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2.6 La discretisation des equations d'ondes 



Nous ne ferons qu'aborder le sujet, ce probleme etant relativement complexe dans un cadre general. 
Plusieurs techniques peuvent s'adapter suivant les proprietes de l'equation. Une premiere technique 
consiste a reprendre la notion de caracteristiques et d'integrer le systeme caracteristique a partir de 
plusieurs (et nombreux) points de la donnee initiale. On reprend alors pour chacun de ces points 
de depart, une methode adaptee au systeme differentiel, comme on l'a fait au chapitre 1. Cette 
technique n'est cependant pas bien adaptee au cas vraiment non lineaire, lorsqu'il y a rencontre de 
caracteristiques. Elle est au contraire bien adaptee au cas lineairement degenere, parce que de telles 
rencontres des caracteristiques ne peuvent pas avoir lieu. 



2.6.1 Quelques schemas aux differences finies 

Dans le cas d'un champ conservatif, les methodes de differences finies sont assez faciles a utiliser. 
Nous allons proposer deux methodes, appelees ici des schemas. Pour commencer, il nous faut 
introduire une discretisation des variables de position et d'evolution. On introduit un parametre 
repute petit a l'echelle de la dimension x, note Ax, positif, puis on pose pour tout j G Z, xj = jAx. 
Bien entendu, en partique, on se limitera a une partie finie de Z. De la meme facon, on introduit 
un parametre de discretisation pour la variable d'evolution, note At, positif lui aussi, et on pose 
t n = nAt, pour n G N, qui se limitera aussi en une partie finie de Z en pratique. 
On considere une equation de la forme 

f + |/M + s W = o , 

avec une donnee initiale (p(x, 0) = (f>o( x )- 

L'approximation de <j>(xj,t n ) sera notee Les premieres valeurs sont obtenues a partir de la 
donnee initiale, soit par interpolation, en posant 

0° = <f> (Xj) , 

soit par projection, en prenant 

™ i Ax 

^5 = a- / d z ■ 

J AX J T ._Ax 

J 2 

Un schema numerique explicite a 2k + l points consiste en une ou plusieurs formules permettant 
de construire les valeurs </>" +1 a partir des valeurs voisines 

<t>u, <t>u +l , .... <t>u, <t>i .... F j+k - lt r 3+k . 

On se limite en general a de petites valeurs de k, par exemple k = 1 ou k = 2. 

Le schema de Lax-Friedrichs est certainement le plus elementaire des schemas a 3 points. 

„_i_i 

Les valeurs etant toutes connues, on commence par construire les valeurs intermediaires (p. I 
par la formule 
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Une fois toutes ces valeurs acquises, on reprend la meme formule, en indices decales, pour construire 
les valeurs </>" +1 , c'est a dire 



I + At / „+i „+i \ At ^-i + 



3 2 2Ax V VY J+ 



II s'agit d'un schema a trois points, et de ce fait, il faut eviter que les caracteristiques issues 
des autres points puissent venir perturber chaque valeur c/>" +1 ; il suffit pour cela de choisir At 
suffisamment petit pour qu'une caracteristique ne puisse pas franchir une distance superieure a la 
distance Ax pendant la duree At. La vitesse etant egale a f'(<j)), il suffit d'exiger pour chaque valeur 
de t n atteinte, 

Sup \f'(u)\ . ^ < 1 ou M n =Sup Unl 



\u\<M n Ax j(z-i 



3 



Cette condition est appelee la condition de stabilite de Courant-Friedrichs-Lewy ou plus 
simplement condition CFL. II s'agit d'une condition suffisante, mais les utilisateurs de ce schema 
ont tous fait l'experience de graves instabilites lorsque cette condition n'est pas respectee. En par- 
ticulier elle assure la conservation de la positivite dans le cas homogene. II existe des resultats de 
convergence de la solution construite par ce schema vers la solution compatible avec la condition 
d'entropie, sous la condition CFL, et dans le cadre du theoreme de la section precedente. Du point 
de vue de la precision, ce schema donne des resultats plutot mediocres, en particulier au niveau des 
chocs, qui sont fortement etales (ou diffuses) sur plusieurs points de la discretisation. 

Le schema de Lax-WendrofF permet de gagner en precision, mais quelquefois au detriment 
de la qualite de la stabilite ; en effet on peut voir apparaitre des oscillations qui alterent la qualite du 
resultat. La premiere etape est la meme que precedemment, pour le schema de Lax-Friedrichs, pour 

calculer les valeurs 4>™+l & partir des </>". La seconde etape calcule les valeurs c/>" +1 par la formule 

suivante 



r 1 



At ( n+I n+I \ ^7-1 + ^7 + 1 

^ (/(Cp - f^T-V) - At g ( 2 2 2 ) • 



2 I A 2 



Comme precedemment pour le schema de Lax-Firedrichs, s'agissant de schemas a trois points, la 
condition de stabilite CFL est exigee. Ce schema est precis a l'ordre deux, en ce sens que la derniere 
formule correspond a une approximation de l'equation a l'ordre deux au point (xj,t n + ^f). 

Le schema composite de B.Wendroff consiste a utiliser les deux schemas precedents de 

telles facon que les inconvenients de chacun se corrigent mutuellement en accumulant leurs qualites 

„_i_i 

respectives. II consiste a reprendre la premiere etape pour calculer les valeurs (p. f a partir des 0", 

3+2 J 

puis de choisir l'une des deux secondes etapes en fonction d'un dosage simple, par exemple sur 20 
pas de temps (pour aller par exemple de t n a t n+ 2o) faire 19 etapes de Lax-Wendroff, suivie d'une 
etape de Lax-Friedrichs. Le resultat est surprenant : les effets de diffusion de Lax-Friedrichs et les 
oscillations de Lax-Wendroff ont tous les deux presque disparu, ce qui est un gain de stabilite, et 
la qualite de la precision de Lax-Wendroff est maintenue. Du point de vue de la programmation, la 
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modification a apporter a chaque pas de temps est minime. La figure ci dessous presente un resultat 
de calcul obtenu pour l'equation de Burgers sur ces trois schemas. 



lvv / 

u=1 ^ 1 


Resultats en t=30. 

dt=0.01875 , CFL=0.5 
(1617 pas de temps) 


~ v 7 

LF } 


Composite 
Solution exacte - 


V 

r\ u=-0.6 





5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6.0 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 



Ces trois schemas ont ete appliques a l'exemple du demarrage au feu vert. On observe dans ce 
cas que le schema de Lax-Wendroff et le schema composite ont un bon comportement, notamment 
au niveau du premier vehicule. Ce n'est plus du tout le cas pour les resultats obtenus par le schema 
de Lax-Friedrichs, ou on observe une importante diffusion numerique. Ces reultats ont ete calcules 
avec un CFL egale a 0.6, ce qui donne une CFL effective beaucoup plus petite au niveau du premier 
vehicule. En effet la CFL est globalement ajustee en fonction de l'onde la plus rapide, qui est ici 
l'onde de demarrage qui remonte la file de vehicules en attente, ce qui impose une CFL contraignante, 
pour laquelle le schema de Lax-Friedrichs devient moins performant. On peut constater qu'au niveau 
de la valeur (/>* les trois schemas ont donne une valeur correcte. L'onde de demarrage est egalement 
bien reproduite. 



2.6.2 Une methode de volumes finis 

Une autre technique de discretisation, la methode des volumes finis, consiste a effectuer un 
bilan sur chaque element ou volume fini du maillage. Ces elements sont ici les mailles Mj = 
]%• — §, %j + | [, centrees aux noeuds Xj. 

L'idee de cette methode consiste a effectuer un bilan dans chaque maille Mj en tenant compte des 
echanges avec les deux mailles voisines M,-_i et Mj + \. Ces echanges ont exprimes par les termes de 
flux, et la methode est plutot adaptee aux equations d'onde correspondant a un champ conservatif. 
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t= 10 



vehicules 
0.1120- a I'arret 



Demarrage au feu vert 

position du feu 



demarrage 

densite du trafic ^ trafic 



a la vitesse 



maximiale autorisee 



vitesse du trafic — 



j LF 
_vj1.Max U 50 km/_h_ _ 



premier 
vehicule 



-600 -500 -400 -300 -200 -100 100 200 300 



On considere une equations de la forme 

w + l m + sw = - 

et on evalue les echanges a l'interface Xj+^r- a un instant t n . Si la vitesse est positive, la propagation 
se fait depuis Mj vers Mj + \, ce qui revient a debiter Mj d'une certaine quantite, proportionnelle a 
At, de la forme At /(</>"), pour crediter Mj +1 de la meme quantite. Si au contraire, la vitesse est 
negative, la propagation se fait depuis Mj +1 vers Mj, ce qui revient cette fois a crediter Mj d'une 
certaine quantite, proportionnelle a At, de la forme At en debitant d'autant Mj+%. 

Dans le cas general on note 

a™ +1 _ = signe(<% +1 -<f>?) , 

puis I n +l l'intervalle dont les extremites sont 0" et </>™ +1 . Precedemment, on a vu qu'on assurait 

la condition d'entropie en prenant en compte l'enveloppe convexe ou concave sur la discontinuite 
initiale. On va proceder ici de la meme facon. Si la discontinuite est croissante, on a cr™ +i = 1, et on 

doit prendre l'enveloppe concave de / sur I n ,i ■ La partie decroissante, s'il y en a, va provoquer un 
flux vers Mj et la partie croissante, un flux vers Mj+\. Le flux residuel a l'interface est done realise 
au minimum de f sur J", , . Si au contraire, la discontinuite est decroissante, on a a", x = — 1, et 

J 3+3 3+^ 

on doit prendre l'enveloppe convexe de / sur I n L . Ici encore, la partie decroissante, s'il y en a, va 

3+2 

provoquer un flux vers Mj et la partie croissante, un flux vers M, +1 . Le flux residuel a l'interface 
est done realise au maximum de / sur I n i- On peut reunir ces deux remarques, et les generaliser, 

3+2 
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en posant 

A n ,i = a" ! Inf ( a" ! f(k)) , 

qui correspond au flux echange a l'interface. Le bilan sur la maille Mj entre les instants t n et t n + At 
s'obtient facilement en ecrivant que le champ est conservatif de source S sur MjX]t n ,t n+ i[ On 
obtient, en utilisant les flux A n x obtenus aux interface, 

3+2 

Ax(/." +1 = Ax0" - At A" i + At i - AtAxSU") , 

en considerant (/>™ +1 comme une projection sur Mj a l'instant t n+ \ dans le calcul de l'integrale sur 
le bord de MjX]t n ,t n+ i[, en effectuant une approximation pour evaluer l'integrale du terme source 
sur MjX]t n ,t n+ i[ . En divisant par Ax on obtient le schema suivant 

At 



~Ax ( A U ~ A U) ~ At S ^ 



connu sous le nom de schema de Godunov. Ici encore, dans la mesure ou on restreint les echanges 
entre deux mailles voisines au maximum, le rapport ^ doit satisfaire a la condition de Courant- 
Friedrichs-Lewy 

^ Sup(\f'(0\) < 1 • 

devaluation du flux d'interface A" +L est en pratique relativement facile : il suffit de tester les 
deux extremites de l'intervalle I™ + i, c'est a dire et </>" +1 , et les extrema eventuels de / situes 
dans cet intervalle 7" +i . Un solveur de Riemann est consitue des instructions permettent de 
determiner les flux d'interface A" +l . Si par exemple / est monotone croissante sur on aura 

f(^) < st ^i=l, 

ou 

/(</>?) > f(<% +1 ) st a n ]+h = -1 , 
si bien que dans chaque cas, le minimum est realise en </>". On obtient alors 

A n i = fiffi) si f est monotone croissante sur I n ,i. 

3 < 2 3<~ 
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Si / est toujours monotone croissante, le schema de Godunov se reduit a 

<t>T l = - £ ( W) - W + i)) - At s m . 

appele aussi schema decentre. 

Dans le cas contraire, si / est monotone decroissante sur J™ i; on aura 

3+2 

/(</>?) < st a; + i = -1 , 
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LW h 
u=1 ^ 1 


Resultats en t=30. 

dt=0.01875 , CFL=0.5 
(1617 pas de temps) 

Godunov 


LF \ 


Composite 
Solution exacte 


— 

\\ u=-0.6 





5.5 5.6 5.7 5.8 5.9 6.0 6.1 6.2 6.3 6.4 6.5 



/($) > si ^1=1, 

si bien que dans chaque cas, le minimum est realise en </»" +1 . On obtient alors 

A n i = f(6^ +l ) si f est monotone decroissante. 
On retrouve un schema decentre, dans l'autre sens bien sur, 



Nous presentons ici deux resultats obtenus par le schema de Gonunov, dans les memes conditions 
que les resultats obtenus precedemment pour les autres schemas. On observe effectivement les 
qualites de stabilite du schema de Godunov, mais sa precision reste d'ordre un. Au niveau des chocs, 
il ameliore nettement la raideur de la pente par rapport au schema de Lax-Friedrichs, notamment en 
ce qui concerne la discontinuite de contact pour l'exemple du trafic routier. II reste cependant bien 
en retrait de la perfomance du schema composite de Wendroff, pour des temps de calcul equivalents. 
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2.6.3 Un dernier exemple 

On considere l'equation de Burgers avec terme source 

du du 

— + u — = k (it - it*) 
at dx 

ou k > et it* G R sont des constantes donnees. Cette equation a une propriete interessante, 
elle admet une solution non constante qui se propage avec une vitesse constante que nous allons 
determiner. Notons A cette vitesse ; la solution recherchee est aussi solution de l'equation lineaire 

du du 
dt dx 



Apres soustraction des deux equations, il reste 

du 
dx 

, il vient necessairemei 

en deduit egalement 



(u — A) ^- = k (u — u,) , 
et en faisant u = u*, il vient necessairement A = u x si la solution n'est pas constante (f^O). On 



du 
dx 
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En integrant, on obtient une solution de la forme 



u = k x — B(t) , 
et on determine B(t) en derivant par rapport a t : 

I = " ■ 

et comme par ailleurs 

du du 

Ol OX 

on en deduit que la solution est de la forme 

u(x,t) = k ( x — u x t) + C 

ou C est bien une constante. 

On va maintenant construire une solution bornee en s'inspirant de ce calcul. Un prendra cette 
solution egale a u* en dehors d'un intervalle de longueur 2L, pour L > donne, et constitute 
de deux parties de la forme ci dessus, separees par un choc, qui devra lui aussi se deplacer a la 
vitesse constante u x . A l'instant initial, cet intervalle est defini par [x , x + 2L], le point x servant 
simplement a le positionner. On obtient la formulation suivante de la solution : 



u(x, t) 



u* si x < xq + uj, 

u x + k (x — x — u x t) si x + u x t < x < x + u*t + L 

u x + k (x — x — u x t — 2L) si x + u x t + L < x < x + u*t + 2L 
u x si x > xq + u x t + 2L 



Cette solution presente un choc en x = x$ + u x t + L, sa valeur a gauche etant u\ = u* + kL et sa 
valeur a droite etant u 2 = u x — kL. La relation de Rankine Hugoniot donne done 

x'(t) = ^ = \ (u, + kL + u,-kL) = u. , 



qui est bien la vitesse de choc attendue. De plus ce choc est decroissant, et comme j{u) = y- est 
convexe, il est bien compatible avec la condition d'entropie. 

On se propose maintenant de tester les differents schemas sur cet exemple. 



La prise en compte de la condition initiale est la meme pour tous les schemas ; il s'agit 
d'une simple interpolation qui ne respecte pas rigoureusement la symetrie par rapport a la va- 
leur d'equilibre u* = \ ici. II y a 200 pas d'espace, et la CFL est tres petite (au moins au debut, 
puisqu'ensuite elle augmente avec la croissance de la solution approchee). On observe une croissance 
maintenue de la solution par chacun des schemas, et la solution proposee ci dessus n'est pas du tout 
approchee comme on aurait pu l'esperer. La solution approchee devient en moyenne superieure a 
it*, et de ce fait le terme source apporte de l'energie qui ne disparait pas suffisamment dans le 
choc comme e'est le cas pour la solution exacte. Ceci illustre la necessite d'adaptation des schemas 
aux termes sources, toujours tres delicate. En fait, on preconise, pour le maintien des equilibres, 
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une intervention "manuelle" au niveau du schema, qui le force a conserver son equilibre. Cette 
intervention utilise des developpements mathematiques, bien entendu. 

Cet exemple represente dans un modele simplifie des phenomenes qui apparaissent notamment 
dans des problemes de geophysique, comme les cyclones, les tsunamis, le mascaret ou les vagues de 
surf sur une plage, dont la simulation numerique est effectivement tres delicate. 
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Chapitre 3 

Des ondes moins classiques 



3.1 Quelques applications en economie 

3.1.1 Les equations de Black-Scholes a faible volatility 

En finance, une option d'achat (un"call") est un contrat a terme concernant un produit financier 
(un "actif") sous-jacent. L'idee de Black et Scholes a ete, au debut des annees 1970, d'etudier le 
rapport entre le prix implicite de l'option et la variation de prix de l'actif sous-jacent. Scholes a 
obtenu le prix Nobel d'economie en 1997, partage avec Merton, pour ces travaux (Black etant decede 
en 1995). II s'agit de prevoir la valeur theorique de l'option aura au terme du contrat, en fonction 
de donnees actuelles, et essentiellement de savoir si cette valeur sera inferieure ou superieure au prix 
d'exercice E fixe au contrat. La valeur effective de l'option est ainsi, a l'echeance T, 



le temps restant avant l'echeance de l'option, qui sera notre variable devolution. 

La variation en temps du prix de l'actif sous-jacent S est due a un taux de rendement [i propre 
de l'actif, et a un facteur aleatoire represente par un mouvement brownien (ou bruit blanc) de 
coefficient a (> 0) appele la volatilite. Ceci se traduit par une relation de la forme 



pendant une duree At et pour un effet de volatilite a AW pendant cette duree At, ou W represente 
ce mouvement brownien ; on admet la caracterisation de ce mouvement brownien par 



C(S,T) 



Max (S - E, 0) 



ou S est le prix effectif de l'actif sous-jacent. 
On notera r l'instant courant (actuel) et 



t = T-t 



AS 



H At + a AW 



S 




2 
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On utilise maintenant le 

Lemme de Ito : Soit F une fonction des variables S etr, suffisamment reguliere. Alors la variation 
AF de F entre les instants r et r + At est donnee par 

( dF n dF a 2 S 2 d 2 F \ A OF . . 

oil e(Ar) tend vers zero quand At tend vers zero. 

On obtient ce resultat par un simple developpement a l'ordre un, en remarquant que 

AS 2 = a 2 S 2 AW 2 + At Ci (At) = a 2 S 2 At + At e 2 (Ar) , 
ou ei(Ar) et e 2 (Ar) tendent vers zero lorsque Ar tend vers zero. Le developpement est donne par : 

r) F r)F 1 8 2 F 

et en utilisant l'expression de AS, il vient 

(dF n dF a 2 S 2 d 2 F \ OF A , A . 

ou eo(Ar) et e(Ar) tendent vers zero lorsque Ar tend vers zero. 

On applique ce resultat a la valeur de l'option C(S, r) . On a done la formule 

fdC n dC a 2 S 2 d 2 C\ n 3C 

en restriction aux termes du premier ordre. Les termes en e(Ar) tendant vers zero lorsque Ar tend 
vers zero disparaitront dans d'ulterieurs passages a la limite, et il n'est done pas necessaire de les 
ecrire a chaque ligne de calcul. 

Le gestionnaire va chercher a se premunir contre le risque que represente le terme en AW. 
Pour cela, il va constituer un portefeuille dans lequel il va mettre l'option qui nous interesse, et 
d'autres actifs de meme valeur S que l'actif sous-jacent, et chercher a controler les variations de ce 
portefeuille de facon a eliminer le risque. Si —7 est le nombre de ces actifs additionnels (notons que 
7 peut tres bien etre negatif ou positif, suivant les ventes et les achats), la variation de la valeur du 
portefeuille est donnee par 

AP = AC - 7 AS* . 
On en deduit, en utilisant l'expression de AC donnee par le Lemme de Ito, 

fdC n dC a 2 S 2 d 2 C \ A n (DC \ 

et il apparait immediatement que le choix 

d_C_ 
7 ~ ~dS 
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annule le coefficient de AW et fait done disparaitre systematiquement le risque. Notons qu'une 
autre simplification apparit egalement : 

q dC q n 

as ~ ^ = 

et il n'y a plus non plus d'influence du parametre /i, le taux de rendement de l'actif. En divisant 
par At, on obtient l'equation 

d_C_ t a 2 S 2 d 2 C dP_ 

lh + 2 ~ a7 ' 

II reste a evaluer ^ . On reintroduit un parametre de taux de rendement r et on ecrit que la 
variation de la valeur du portefeuille est fonction de ce taux de rendement, par une expression de 
la forme 

AP = r ( c - s i) At • 

le facteur C — restant proche de P , la valeur du portefeuille. Ceci permet d'obtenir 



9P - r ( C - S dC 

d7 ~ 7 [ 6 s ds 



et d'eliminer P de l'equation en C, pour etablir 



dC a 2 S 2 d 2 C ( DC 

II s'agit de l'equation de Black-Scholes : 

dC n dC a 2 s 2 d 2 c 

^ + rS os + —d<p- rC = - 

Nous allons preferer l'ecrire en utilisant une vatiable devolution progressive, le temps avant 1'echeanceT 
e'est a dire t = T — t , ce qui change simplement un signe, lorsqu'on utilise la meme notation pour 
les fonctions C, puisqu'alors 

dC dC 
~dt ~ ~ Ifr ' 

La nouvelle expression de l'equation de Black-Scholes est devenue 

dC dC a 2 S 2 d 2 C 

dt ' rb OS + rC ~ 2 OS* • 

On reconnait une equation de type parabolique, dans la mesure oil un terme d'ordre deux est 
present. 

On s'interesse au cas oil la volatilite est faible, pour observer l'effet des termes du premier 
ordre, ceux qui pilotent eventuellement la propagation d'une onde. On pose u = |^ , et on derive 
l'equation de Black-Scholes : il vient 

du du a 2 S 2 d 2 u 2 d 2 u 

m ~ ru ~ rS ds ~ —W 2 ~ So W 2 + ™ = °" 
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Caracteristiques de Black-Scholes 



On remarque que le terme ru s'elimine, et on retire maintenant le terme du second ordre, pour ne 
retenir qu'un equation d'onde homogene : 

du , 2 . du 

m ~ (r + a) s os = ■ 



La condition d'echeance, 

C(S,T) = Max (S-E,0) , 
se traduit par une condition initiale , 

C(S,0) = Max(S-E,0) , 

lorsque la variable devolution est t. Cette condition initiale est constante par morceaux en ce qui 
concerne la variable u. On obtient 



u(S, 0) 



1 si S > E 
si S < E 



On est amene a resoudre un probleme de Riemann, ce qui se fait facilement par les caracteristiques, 
d'equation 

S'(t) = - (r + a 2 ) S , 
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et dont la solution generate est 



s(t) = s e -( r+a2 > . 



La figure precedente represente le champ de caracteristiques obtenues, entre l'instant actuel, t = 
ou t = T et l'echeance T, c'est a dire t = T ou r = 0. La zone en gras correspond a une courbe 
critique. A droite de cette zone, ou les caracteristiques sont tracees en bleu, le gestionnaire va retirer 
un benefice, proportionnel a la distance a la courbe critique, et pourra en consequence accepter 
l'option. A gauche de cette courbe critique, il n'y aura pas de benefice, mais au contraire une perte, 
et le gestionnaire va refuser l'option. On constate que la prediction est delicate lorsque, a l'instant 
actuel, le prix de l'option est proche de la courbe critique, c'est a dire la valeur critique 



Rappelons qu'il faut en plus tenir compte de la diffusion due au terme d'ordre deux que nous n'avons 
pas pris en compte, qui rend encore plus flou le comportement au voisinage de la cource critique. 
Cette courbe critique peut s'interpreter comme une courbe de choc ou de discontinuite pour la 
varioble u(S,t), et comme l'equation d'onde est lineaire, il s'agit d'une discontinuite de contact. 
Les calculs ont ete effectues avec r = 0.25, a = 0.82, T = 5, E = 100, lorsque l'unite de temps est 
l'annee. L'unite de temps pour la representation de la figue est le mois. Le choix de ces donnees, 
relativement importantes permet de constatrer la courbure exponentielle des caracteristiques. 

3.1.2 Les effets colateraux des modifications de la T.V.A. 

On s'interesse a la reaction des consommateurs lors de l'augmentation du taux de T.V.A. sur une 
classe de produits. On suppose qu'il ne s'agit pas de produits vraiment indispensables, et qu'il peut 
done y avoir differents niveaux de reaction, allant de la forte reduction de la consommation a une 
reaction plus mitigee ou resignee. La variable devolution, notee t, est ici le taux de T.V.A., qui, 
dans nos applications passera de la valeur to = 0.055, pour 5.5%, a t s = 0.196, pour 19.6%. La 
variable de position x correspond a une echelle de budget annuel. Ainsi, on considere que la nombre 
de consommateurs assurant un budget de depenses, pour cette classe de produits, situe entre les 
valeurs x et x + Ax, est egal a q(x, t) Ax, lorsque le taux de T.V.A. est egal a t. On introduit ainsi 
une densite notee q(x, t) de consommateurs assurant un budget annuel x lorsque le taux de T.V.A. 
est egal a t. Lorsque le taux de T.V.A. est egal a t, la recette fiscale est 



Dans l'hypothese d'une totale passivite des consommateurs, l'augmentation de la recette fiscale 
serait de 214.35%, en passant de to a t s . La reaction des consommateurs peut nettement reduire 
cette recette fiscale. 

Cette reaction va se traduire par un deplacement sur l'echelle des budgets, correspondant a une 
vitesse negative. Pour se fixer les idees, cette vitesse sera de la forme 



E e-( r+ ° 2 ) T . 




u(x, t) 



M x t 



1 + (x — a) 2 
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ou M est une constante controlant la reactivite (elle sera appelee constante de reactivite), et a 
est un parametre permettant de fixer la valeur maximale de u, atteinte en x = 1 + a, la valeur de 
u etant alors 

. . M t (1 + a) 
u{l + a,t) = y - '- , 

et permet d'ajuster une reactivite sectorielle particuliere : le rejet sera plus important chez les 
consommateurs dont le budget est proche de la valeur 1 + a. En pratique le choix a = est tout a 
fait judicieux, s'il ny a pas de reactivite sectorielle. 

Cette vitesse est independante de q, c'est a dire que la reaction n'a rien de collective. Elle est 
faible pour les petits budgets, dont la consommation restera faible, et aussi pour les gros budgets, 
traduisant une certaine passivite des consommateurs correspondant a cette categorie. Le la densite 
q et la viteese u induisent le flux qu, et on obtient une equation de transport 

Tt + & M = °" 

On se propose de resoudre cette equation lorsque la condition initiale, c'est a dire l'etat lorsque le 
taux de T.V.A. est egal a to, est par exemple de la forme 

q {x) = K x 2 e~ mx 

pour traduire une certaine rarete des consommateurs pour les faibles budgets et aussi pour les gros 
budgets. Le parametre m permet de fixer le maximum de qo{x), atteint pour x = ^ . 
Les caracteristiques sont obtenues en resolvant l'equation differentielle 

x'(t) = u(x(t), t) , 

c'est a dire 

M x(t) t 
X W ~ ~ 1 + ( x (t)-a) 2 ' 

pour une chaque valeur de budget xq lorsque t = to- L'integration est immediate, en separant les 
variables, et conduit a l'expression 

r(t) 2 t 2 r 2 t 2 

(1 + a 2 ) ln(x(t)) + ^ 2ax(t) + M - = (l + a 2 ) ln(x ) + ^- 2ax + M -^. 

2 2 2 2 

II est interessant de remarquer que les valeurs de x(t) restent toujours positives, mais tendent vers 
zero lorsque t augmente. 

L'utilisation des caracteristiques pour le transport de la densite q(x(t), t) est relativement lourde, 
et il est preferable d'introduire la quantite Q definie par 



Jo 



Cette quantite represente le nombre de consommateurs assurant un buget inferieur ou egal a x . On 
va etablir que Q est solution d'une equation d'advection homogene, 

d SL + u d SL = o 

dt dx 
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et sera done constante le long des caracterisque. En effet, on obtient 

^(x,t) = jT Yt^ t)d ^ = ~ f = -^t) U (x,t) + q(0,t) u(0,t) , 

oh 

u(0,t) = . 

On obtient l'equation d'advection en remarquant que 




La figure precedente represente une similation d'un passage de taux de T.V.A. de 5.5% a 19.6%. 
La constante de reactivite est relativement elevee : 

M = 1.77 10 8 . 

L'ordre de grandeur de M est impose par les valeurs de budget, qui vont de Euros a 200 000 
Euros. Le parametre m est fixe a m = 0.0015, ce qui correspond a un maximum de densite realise 
pour le budget x = 1333, valant lui meme 36 lorsque le taux de T.V.A. est egal a 5.5%. Lorsqu'on 
passe progressivement au taux de T.V.A. a 19.6%, on assiste a un glissement vers les bugets les plus 
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faibles, suivant l'echantillon du champ de caracteristiques represente, et une accumulation d"'ex- 
consommateurs" sur un budget nul. La courbe de densite est en fait constitute de deux parties : l'une 
distribute sur l'echelle des valeurs du budget, l'autre proche d'un profil d'impulsion (tronque sur la 
figure) et qui represente l'accumulation due a la desertion de certains consommateurs. Ici, on assite 
effectivement a une fuite de 72.4% des consommateurs, et la consommation ne rapporte plus qu'une 
recette fiscale comparable a celle du taux precedent precedent, tandis que, de son cote, la filiere est 
tres fortement touchee dans son activite. Cette simulation peut aussi fonctionner dans l'autre sens, 
pour apprehender les effets d'une baisse du taux de T.V.A. de f9.6 % a 5.5%. L'equation etant 
lineairement degeneree, il n'y a pas de choc ou de discontinuity, et la resolution est reversible. Une 
telle operation peut permettre de recruter de nouveaux consommateurs, a condition de disposer 
d'un reservoir de candidats suffisant, represente par le profil d'implulsion obtenu, pres de x = 0, 
d'une part, et d'assurer le glissement vers de plus fortes consommations en assurant de la part de 
la filiere une baisse des prix en consequence. Dans le cas contraire, l'expression proposee pour la 
vitesse n'est plus valable. 




10000 



La seconde figure represente une simulation pour une valeur de la constante de reactivite plus 
faible : M = 0.75 10 8 . On observe une recette fiscale plus importante, a 84.3% d'augmentation, et 
toujours une desertion des consommateurs evaluee a 44.4% de l'effectif initial, qui vient s'accumuler 
dans la premiere tranche (tronquee sur la figure). La distribution de la densite q$ est restee la meme. 
II s'agit ici d'une simulation numerique, et non plus d'un calcul par les caracteristiques, comme 
precedemment. La similitude entre les deux figures illustre simplement que le calcul numerique 
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peut parfaitement concurrencer les calcul exact du point de vue de la qualite. II exige toutefois une 
discretisation assez fine de la grille de budget pour etre suffisamment precis : ainsi, des tranches de 
l'ordre de 100? conduisent a des resultats bien mois precis pour la rentree fiscale (erreur de 15%), 
et des tranches de 10? donnent les memes resultats que ceux obtenus par des tranches de 20?. 

La discretisation a done ete effectuee en decoupant la grille de budget en 1000 tranches de 
h = 20?, numerotee de j = 1 a j = 1000. Les evaluations successives de T.V.A. correspondent a une 
suite de taux intermediaires t n , le premier correspondant a to = 0.055 et le dernier a t s = 0.196. On 
suppose que le parametre At = t n+ \ — t n est constant pendant tout le calcul ; ainsi, t n = to + n At. 
On note q™ la densite dans la tranche n ° j lorsque le taux de T.V.A. intermediate est t n , et on pose 



M jh t 



i + (jhy 

Sachant it" < 0, le schema numerique explicite correspondant a la methode des volumes finis, ou 
Schema de Godunov, s'ecrit 

La stabilite exige que la condition de Courant Friedrichs Lewy (CFL) suivante : 

— Max (|<|) < 1 
h 

soit assuree. Ceci exhibe plus de 5000 niveaux intermediaires de taux t n , ce qui rend le calcul 
beaucoup trop couteux en temps. On va rejeter ce schema explicite, et lui preferer le schema implicite 
suivant : 

n+l _ n _ ^ / „+! „+! _ „+l n+l\ 

'i.i - 'Li h ■ I " i ■ I '// " i ) ' 



qui peut aussi s'ecrire 



q 



n _ At n+l n+l 
n+l _ h ^J+l Vl 

3 " 1 _ At n+l 

L h U j 



On observe, sachant u™ + < 0, que la stabilite (du moins la positivite par exemple) est assuree 
sans aucune restriction sur le parametre At. On a choisi d'effectuer environ 50 niveaux de taux 
intermediaires, soit une division par 100 du temps de calcul. Le calcul a chaque niveau intermediaire 
est en effet du meme ordre de temps de calcul, a condition, dans le cas implicite, de pratiquer une 
boucle retrograde (commencer par la derniere tranche, pour terminer par la premiere, en j = 0) . 
On pourrait encore reduire le temps de calcul, en augmentant At, mais ceci se ferait au detriment de 
la precision, et serait totalement inutile, la reponse etant instantannee avec les choix des parametres 
de discretisation proposes ici. 

Remarque 3.1.1 Pour un autre choix de I 'expression de la vitesse, par exemple 

M t 

u = 



1 + \x — a\ 

on n'aurait pas le meme comportement pres de x = . En effet, dans ce cas les caracteristiques 
traversent cette valeur x = 0, pour se developper dans le secteur des x < 0, ce qui n'a plus aucun 
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sens (on pourrait interpreter des x < comme un financement des consommateurs qui ont quitte 
le marche...). Par contre, le comportement pour les x > reste similaire au choix de u propose 
auparavant. De plus, V equation d'advection pour Q n'aurait pas ete homogene. 



3.1.3 La fuite des contribuables 

A de rares exception pres, la population d'un etat est toujours soumise a l'impot sur le revenu, sui- 
vant un bareme particulier, correspondant a plusieurs tranches. Ainsi, le bareme francais applicable 
aux revenus de l'annee 2005 correspond aux taux suivants, en fonction du revenu x imposable, c'est 
a dire apres deduction de toutes les reductions et de tous les avantages autorises : 

six < 4334 , 

0.0683 si 4334 < x < 8524 

0.1914 si 8524 < x < 15004 

0.3738 si 15004 < x < 29294 ' 

0.4262 si 29294 < x < 39529 
0.4809 si x> 39529 



r(x) 



Les valeurs de x sont exprimees en Euros. Dans d'autres etats, il peut n'y avoir qu'un seul taux, 
applicable au dela d'un certaine seuil : il s'agit de la "flat tax". 
Un contribuable declarant un revenu x se voit impose de la somme 



a(x) = f r(0^. 
Jo 



On introduit une fonction q representant la densite des contribuales en fonction du revenu declare. 
Ainsi, a l'instant t, le nombre de contribuables declarant un revenu situe entre les montants x et 
x + Ax est proche de q(x, t)Ax . La recette fiscale globale est donnee par 



/•OO 

R(r;t) = / q(x,t) a(x) dx 
Jo 



Elle depend du temps, et aussi du bareme t(x) . L'echelle de temps est relativement large, portant 
sur plusieurs annees, l'unite de temps etant l'annee. 

Bien entendu, les contribuables concernes par la plus haute tranche du bareme, avec des revenus 
eleves, vont chercher a se soustraire a l'impot, par exemple en allant s'installer dans un autre pays 
ou les conditions sont plus favorables. Inversement, le retour a un bareme plus avantageux pourra 
faire revenir certains de ces contribuables et meme en integrer d'autres en provenance de l'etranger. 
On se propose d'etudier le glissement de la population des contribuables, le long de l'echelle des 
revenus x au cours du temps, en fonction des differents parametres deja introduits, et de quelques 
autres permettant de reactualiser le bilan de cette population. 

L'evolution du revenu d'un contribuable declarant le montant x est de la forme 

- = a(x,t), 
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ou a(x, t) est un taux de variation qui tient compte de l'environnement economique. II est positif 
lorsque cet environnement est en progression : augmentation des revenus, croissance boursiere, etc... 
II est negatif si cet environnement est en regression : perte de prime ou chomage, accession a la 
retraite, crise economique etc... Notons que le prelevement fiscal, que Ton noterait a(x, t) a l'instant 
t n'intervient pas ici, puisque la somme correspondante reste imposable. On va considerer cette 
equation comme l'equation des caracteristiques, ce qui nous fait adopter la vitesse caracteristique 
a(x,t) . Pour tenir compte de nouveaux arrivants, on introduit un parametre f3(x,t) representant 
l'accroissement ou la baisse de la population de revenu x a l'instant tpar un echange avec l'exterieur. 
Ce parametre f3(x,t) est positif pour un apport (nouveaux contribuables par exemple) et negatif 
pour un depart (un deces par exemple). La fuite des contribuables est representee par un coefficient 
fi(x, t; t) qui est positif ou nul. Le retour eventuel de contribuables expatries est comptabilise par 
l'intermediaire du parametre f3(x,t) . 

Comme il y a conservation de la masse des contribuables, on obtient l'equation de bilan, 

II s'agit d'une equation de transport avec terme source. 

On s'interesse maintenant a la discretisation de cette equation. On introduit un pas de discretisation 
Ax pour la variable de position, et un pas de discretisation At pour le temps, puis les points de 
discretisation xj = jAx , t n = nAt et comme dans les cas deja traites on approche q(xj,t n ) par 
une quantite notee g". De facon analoque, on notera 

cij — a^Xjjtji) , Pj — P(xj,t n ~) , jij — fi^Xj, i n ) , 

et ensuite 

a" + = max(a™,0) (positif ou nul) , a n ~ = mm(a",0) (negatif ou nul) . 
Notons la propriete 

\^ > 3 I — 

Le schema de Godunov prend la forme naturelle suivante, en traitant de facon implicite le terme de 
fuite, 

La condition CFL de stabilite est ici 



At 

max 

Ax 



(hi) < 1 • 



Compte tenu des unites, l'Euro pour x et l'annee pour t, cette condition n'est absolument pas 
restrictive en pratique, les valeurs de a restant faibles. La discretisation en espace peut surprendre 
dans la mesure ou des croisements de densite peuvent intervenir sur une meme interface, lorsque par 
exemple a" > et a" +1 < . II peut effectivement y avoir des croisements de population, certains 
individus franchissant cette interface dans un sens pendant que d'autres la franchissent dans l'autre 
sens. Ceci n'est pas concevable s'il s'agit de matiere, en dimension 1, et le meme schema n'est done 
pas transposable, ou du moins pas interpretable, en mecanique des fluides ou un tel croisement 
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ne peut pas avoir lieu, une telle situation se traduisant par une accumulation ponctuelle de masse 
provoquant immediatement une montee en pression. 

Deux cas tests ont ete realises. lis correspondent a deux populations de meme taille : 36 millions 
d'individus, dont les profils de densite sont similaires en ce qui concerne les bas revenus et les classes 
moyennes, mais qui different en ce qui concerne les hauts revenus. Dans un cas la decroissance de 
la densite du profil est lente, en x~ 2 , et dans l'autre cas cette decroissance est rapide, de nature 
exponentielle. Plus precisement, le profil de la densite de population de contribuables est de la forme 

q(x, t) = (g + q\x + q 2 x 2 ) H(x - x s ) , 

ou 

g = 1.5 10 3 , qi = 1.7 10" 5 , q 2 = 2.5 10" 8 , x s = 2500 , 
et, pour la decroissance rapide, 

H[x) = I ° Kx S \ X J ° n , avec K = 2.6214 10" 4 , 
v ' \ e nx si x > 

puis pour la decroissance lente, 

H(x) = { ? S% . X J ° , avec A = 0.7475 10" 17 . 

Les parametres ont ete cales pour obtenir une population similaire pour les bas et moyens revenus, 
et aussi pour conserver la meme population totale. 

La vitesse a choisie, est definie par 

, , / 10" 6 (x - x ) si x <x , 
a(x) = < 1/ ,_ 9 ; ( . ^ avec x = 6000 . 

10 [x — Xq) si x > Xq 

Notons qu'elle est legerement negarive en dessous du seuil x . 

Le parametre de variation de la population j3 a ete choisi ainsi : 

^ = i 2 ' A) = 2.5 , fa = 5 10" 8 . 

1 + P\X Z 

II reste tres faible en ce qui concerne les hauts revenus. Enfin, le terme de fuite a ete choisi de la 
forme suivante 



H{x) 



a(x) 4 
x 



Le bareme d'impot est celui applique en France en 2006, pour les revenus de 2005, et la simu- 
lation a ete realisee sur 5 annees dans les deux cas. Chaque figure represente le profil de la densite 
de population (en noir) et le profil de la densite de recette fiscale (en rouge) ramene a l'echelle 
de la population, pour permettre la lisibilite. Les resultats correspondent a chacune des 5 annees 
de la simulation. Les variations sont difficilement perceptibles, car elles restent tres limitees. Dans 
une fenetre les evolutions de la population globale et de la recette fiscale sont representees. Dans le 
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population 

contribution 

taux 



Population = 36 millions 
Recette fiscale = 86.4 milliards 

Evolution 




decroissance lente (rationnelle) 



premier cas (profit de densite en decroissance lente) on observe une baisse de la recette fiscale de 
l'ordre de 3% sur ans et une tres legere baisse de la population. Dans le second cas (profil de densite 
en decroissance exponentielle), on observe des tendances inverses : la recette fiscale augmente de 
plus de 0.5% sur 5 ans, avec une legere augmentation de la population. 

Bien que realistes, les choix des parametres restent empiriques. lis montrent cependant que le 
modele est capable de determiner une tendance a la hausse ou a la baisse, et done que la modelisation 
permet a un decideur de prevoir les risques lies a ses choix de bareme. 



3.2 Les equations d'Hamilton-Jacobi 



3.2.1 L'exemple de la combustion 

Nous allons etudier l'exemple de feu de foret, mais la combustion de tout autre objet pourrait se 
traiter de facon similaire, par exemple un bloc de propergol solide. La foret est representee sur une 
carte et un point y est represente par ses coordonnees (x,y) e [0,L] x [0, if], ou L et H sont les 
dimensions de la carte. La variable devolution est ici le temps t. On se place dans un cas simplifie, 
en supposant que la ligne de feu, qui separe la partie consumee de la partie "verte" (ou fraiche dans 
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le cas du propergol), peut se representer par une equation explicite en y, de la forme 

y = v(x,t) . 

Ce cas simplifie se retrouve en general localement, eventuellement en effectuant une rotaion de la 
carte. La ligne de feu est ausi appelee le front de flamme, ou encore interface en modelisation 
mathematique. Pour se fixer les idees, on suppose que la situation est telle que la partie verte se 
trouve au nord du front de flamme, et que la partie brulee se trouve au sud (si la situation est 
inverse, il suffit de retourner la carte...) 

On compare deux situations consecutives, a un instant t puis a un instant ulterieur t + At. 
Prenons un point (x, v(x, t)) du front de flamme, a l'instant t. Pendant la duree At il va provoquer 
la combustion de tout ce qui se trouve a sa portee, c'est a dire tous les points qui se trouvent a 
une distance inferieure a cAt, en notant c la vitesse de combustion. Cette vitesse peut dependre 
de l'heterogeneite de la foret ou du terrain, de l'absence ou non du vent, de Taction des pompiers, 
etc., ce qui en fait en pratique une fonction de x et de t, qu'on notera c(x,t). II n'y a pas a priori 
de dependance en v pour le cas du feu de foret. Par mesure de simplicite, nous allons supposer que 
c est constant, et nous verrons par la suite comment generaliser au cas c variable. 

On veut caracteriser la nouvelle position du front de flamme, c'est a dire la courbe 

y = v(x,t + At). 

Un point (x, v(x,t+ At)) est caracterise par le fait qu'il se trouve un point 
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situe exactement sur la precedente ligne de feu, a une distance exactement egale a c At, et 
que tous les autres points se trouvent a une distance superieure ou egale a cAt (sinon, le point 
(x, v(x, t + At)) aurait deja brule). Ceci se traduit par l'egalite : 

Inf (\x-^\ 2 + \v(x,t + At)-v^,t)\ 2 ) = c 2 At 2 . 



On en deduit l'inegalite suivante , pour laquelle il y a egalite en au moins un point, 

\x-£\ 2 + \v(x,t + At) - v(£,t)\ 2 > c 2 At 2 , 



d'ou 



,(x,t + At) > v(U) ± \/c 2 At 2 - \x-Z\ 2 , 



et le choix du signe "+" s'impose, puisque la situation choisie est telle que la partie verte soit au 
nord de la carte. Cette derniere egalite est encore realisee a l'egalite pour au moins un point, c'est 
a dire que v(x, t + At) s'identifie au maximum : 

v(x,t + At) = Sup ( v(£,t) + Jc 2 At 2 - \x-£\ 2 ) . 

{C| \x-£\<cAt} V / 

On introduit maintenant la variable 

£ — x 
71 = "AT' 

qui permet d'ecrire 

£ = X + 7} At 

et ensuite 

v(x,t + At) = Sup (v(x + rjAt,t) + At \J c 2 - rA . 

—c<rj<c ^ ' 

On utilise maitenant les deux developpements limites suivants, ce qui revient a faire une certaine 
hypothese de regularity suflisante sur la fonction v, 

v(x + r)At,t) = v(x,t) + r)At^(x,t) + rjAtoJi(At) , 

et 

v(x,t + At) = v(x,t) + At -^-(x,t) + At oj 2 (At) , 

ou u>i(At) et u! 2 (At) sont des modules de continuity (ils tendent vers zero lorsque At tend vers 
zero). On obtient 

f $V i 

v(x,t) + At — (x,t) + Atcj 2 {At) = Sup v(x,t) + r)At—(x,t) + r)Atui(At) + AtsJ c 2 - rf , 

Ot -c<r)<c \ OX ) 

et apres des simplifications immediates, tenant compte des proprietes du symbole Sup, a savoir 

MA G R, Vq > 0, Sup (A + aZ) = A + a Sup (Z) , 
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pour toute expression Z, la relation 



Ov ( Ov \ 

Ot - c<rj<c \ OX J 

On fait tendre At vers zero, pour obtenir, compte term de l'hypothese de regularite sur la fonction 

Ov ( Ov \ 

= i<T< c ( v + ■ 

On va maintenant se debarasser de la notation "Sup", qui est encombrante dans les calculs. Pour 
cela, on introduit une fonction p — > f(p) definie par 

f(p) = - Sup (rjp + V'c 2 - V 2 ) , 

—c<r)<c ^ ' 

qu'on peut expliciter. En effet, le mamimum est atteint soit a une des extremites de l'intervalle 
[— c, c], soit en un point ou la derivee s'annule, c'est a dire 

d / /—, -\ n Q _ 



di] 



(jip + \/c 2 - 7] 2 ) = P - y= 



i2 



If 

On exprime r\ en fonction de p, en remarquant deja qu'ils sont de meme signe. II vient, en elevant 
au carre, 

p 2 (c 2 - rj 2 ) = rj 2 , 

d'ou 

c 2 p 2 = ^{l+p 2 ) , 
et, en se rappelant que r\ et p sont de meme signe, 

c p 



T) 



On reporte cette valeur dans f(p) pour obtenir 

Hp) = - ( + -^=) = ~ c = - c y/TT? . 

Notons que les valeures realisees aux extremites de l'intervalle sont cp , toujours inferieures a 
c \J\ + p 2 , done exclues, ne realisant pas de maximum. 
Ainsi, revolution du front de flamme est regit par l'equation 

Notons que cette equation est non lineaire en ^ . De telles equations sont appelees equations 
d'Hamilton Jacobi. On peut toujours se ramener a une equation d'onde, en posant 

dv 

u = TT ' 
ox 
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et en derivant l'equation. On obtient 



dv (dv\ dv du d 

La vitesse caracteristique est donnee par 

AM = 



2 



v / r+ « 

Notons que la fonction / est concave, autorisant des chocs croissants sur la fonction u . Or les 
chocs sur u correspondent a des angles du graphe de v , le front de flamme, et done seuls les angles 
rentrants de ce graphe seront maintenus et les angles saillants sont regularises. 

Lorsque la vitesse c n'est plus une constante, mais une fonction de x et de t, il suffit de remplacer 
c par c(x, t) au niveau de la formulation d'Hamilton-Jacobi. L'equation d'onde fait apparaitre la 
meme expression de \(u) ainsi qu'un terme source : 

du . . u du r 7T dc 

— - c(x,t) — - Vl + u* — = . 

ot Vl + u 2 ox dx 




-2 2 4 6 8 10 12 



Propagation du front de flamme 



La figure precedente represente plusieurs position du front de flamme, a partir d'une position 
initiale en ligne brisee, avec une vitesse de combustion constante : c = 2 . On observe que les angles 



75 



rentrants restent des angles, tandis que les angles saillants disparaissent et sont remplaces par les 
arcs de cercle dont le centre est le sommet de Tangle et le rayon est egal a cAt. On a utilise une 
vitesse de combustion c = 2 constante, pour les unites de longueur de la carte. La construction de 
la courbe correspondant a l'instant t a ete realisee en reprenant la formule 

v(x,t + At) = Sup (v(x + rjAt,t) + At \J c 2 - rA , 

—c<rj<c ^ ' 

avec t = 0. En notant v (x) la position initiate du front de flamme, on obtient sa position a l'instant 

At en realisant 

v(x,At) = Sup (v (x + rjAt) + At V 'c 2 - r] 2 ) , 

—c<r)<c ^ ' 

ou, en remplacant la notation At par la notation t, plus simplement, 



(x,t) = Sup (v (x + rjt) + t \Jc 2 — rf J 



-c<r)<c 

On procede a la discretisation de la variable d'espace x en se donnant un pas d'espace Ax et 
un point de reference xq, puis en posant xj = x$ + j Ax , pour tout entier j. On note vj 
l'approximation obtenue en reduisant le calcul du maximum aux seuls points de la discretisation. 
Ainsi la parametre rj prend une forme discrete, telle que 

rj t ~ (j — k) Ax , 

et la valeur vj realise 



Vj = Sup \v (x j+k ) + t \lc 2 - (k - jf A 



\k-i\<7A 

1 J 1 — Ax 



t 2 

Cette formule a ete utilisee pour differentes valeurs de t. On peut aussi l'ecrire plus simplement 



V 3 



Sup lv (x j+k ) + J c 2 t 2 - (k - j) 2 Ax 2 ) 

\k-j\< c 7± V / 
1 J 1 — Ax 



Cette formule correspond a la formule de Hopf et Lax, dans le cas particulier de l'exemple etudie, 
et qui sera etudie dans un cadre general dans la prochaine section. On constate que les solutions ne 
sont pas calculees de proche en proche, mais chacune est directement calculee a par tir de la donnee 
initiale. II faut cependant faire remarquer que la qualite du resultat exige un nombre de points 
consequent. Ici, 600 points ont ete utilises. De plus le calcul est d'autant plus grand que le temps t 
est grand, puisque le nombre de termes a prendre en compte dans le calcul du maximum augmente 
considerablement. Dans le resultat precedent, ou le figure est isometrique, on note que les arcs de 
cercle sont bien representes, meme pour les plus grandes valeurs de t . On peut eventuellement 
ameliorer un defaut de profil en augmentant le nombre de points de discretisation, mais, en contre 
partie, le calcul devient vite prohibitif. 

Une autre possibilite consiste a calculer les positions de proche en proche, en limitant a 2K+1 = 
3, 5, 7, ... le nombre de points voisins testes lors du calcul du maximum. Lorsque ce nombre est limite 
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a 3, on retrouve exactement le schema de Gudunov. II faut alors limiter le pas de temps At de telle 
facon que 

c At < Ax 

c'est a dire la condition CFL de Courant-Friedrichs-Lewy. Si le nombre est porte a 2K + 1, la 
condition est moins restrictive et s'ecrit 

c At < K Ax . 



3.2.2 La formule de Hopf et Lax 

La transformation de Fenchel 

Dans l'exemple precedent, sur la combustion, on a introduit la fonction f(p) par la realisation d'un 
maximum particulier, 

fip) = — Sup yqp+ \/c 2 — rf J , 

—c<rj<c ^ ' 

qui peut aussi s'ecrire 

f(p) = ~ Sup ( pr) - g(r))) , 

en posant 

9(v) = 



-oo si \rj\ > c 



-\/c 2 — i] 2 si \rj\ < c 

La fonction g est une fonction convexe, generalised dans la mesure ou elle est prise infinie en dehors 
de l'intervalle [— c, c]. Son graphe est constitue d'un demi cercle centre a l'origine et situe sous l'axe 
horizontal. L'evaluation de / nous a fait calculer la transformee de Fenchel de g (au signe pres ici, 
la transformee est effectivement — /). 

Definition 3.2.1 Soit f une fonction reelle, definie SMrMU{+oo} . Sa transformee de Fenchel 

est definie, pour tout p 6 R ; par 

f*(p) = Sup (pv - f(v)) . 



Remarque 3.2.2 On Vappelle aussi polaire conluguee. 

On vient de voir que la transformee de 

+oo si \v\ > c 



correspond a 



-yjc 2 — v 2 si \v\ < c 



g*(p) = ^1+p 2 . 

Dans le cas lineaire, avec 

f(v) = a v , 
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on obtient 



r(p) 



si p = a , 
+00 si p^a . 



Un autre exemple interessant consiste a calculer la transformee de fenchel de la fonction f(v) = ^j- , 
avec a > 1. On obtient 

\v\ 



f* (p) = Sup ( pv 



a 



et en derivant, on trouve que le maximum est realise lorsque 

IQ-I 



P 



\v 



, d'ou 
et done 

avec 

ou encore 



signe(v) , 
pl"^ 1 signe(p) 



pv 



a 



\P 



1+; 



\P\ 



a 



a 



a 



\P\ 



\P\ 



a 



a — 1 



1 1 

a f3 



On retrouve la notion de dualite classique. 

Proposition 3.2.3 La transformee de Fenchel d'une fonction est convexe. 

La demonstration est immediate, sachant que le "Sup" de fonctions convexes est convexe. II suffit 
de constater que la fonction p — > pv — g(v) est affine, done convexe et qu'on prend le Sup de cette 
famille de fonctions convexes, parametrees par v . 

Proposition 3.2.4 Si la fonction f est continuement derivable, alors 

r(p) = v( P ) f(v( P )) - f(v( P )) , 

ou la fonction v(p) est telle que f'(v(p)) = p. 

La demonstration est immediate en ecrivant que le "Sup" est realise lorsque la derivee s'annule. 

Proposition 3.2.5 Soit f une fonction definie surM. et f* sa transformee de Fenchel. Alors on a 
Finegalite de Fenchel 



Vp G R, Vv e R pv < f(v) + f*(p) . 
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II suffit d'ecrire pour tout v G R , 

pv - f(v) < Sup (pv - f(v)) = f*(p) . 

vER 

Definition 3.2.6 La transformee de Fenchel de f* est naturellement definie par 

VdgR f**(v) = Sup (vp - /*(/>)) . 

Proposition 3.2.7 Soit f une fonction definie sur M. Alors 

\/v G K f**(v) < f(v) . 

On le demontre en prenant l'inegalite de Fenchel, 

pv - rip) < f(v) , 

et en prenant le "Sup" en p, qui est le plus petit des majorants. 

Definition 3.2.8 Une fonction f est semi concinue infer ieurement (ou s.c.ij lorsque, en tout 
point xq, 

Lira inf (f(x)) > f(x ) . 

X >X() 

Proposition 3.2.9 La transformee de Fenchel est toujours s.c.i.. 

II suffit de remarquer que le "Sup" de fonctions s.c.i. est une fonction s.c.i. 

Theoreme 3.2.10 Soit f une fonction convexe, s.c.i. et finie en au moins un point. Alors 

r = f ■ 

Demonstration : Soit u G M et a < f(u) . L'epigraphe de /, c'est a dire l'ensemble 

A = { (it, w) | w > f(u) } , 

est un convexe ferme du plan. Le point (u, a) est exterieur a A, et done il existe une droite separant 
le point (u, a) et l'ensemble ferme A, ce qui se traduit par 

3p G K \/v G M p (v - u) + a < f(v) . 
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On a done, toujours pour tout v G R, 

pv — f(v) < pu — a . 
On prend le "Sup" en v G R pour obtenir 

/*(p) < pu - a , 

qu'on reecrit sous la forme 

« < p« - r(p) ( < r*(p) ) • 

Ainsi, pour tout a < f(u) , on a a < f**(u) et done en particulier 

/(«) < r w • 

On avait l'inegalite dans l'autre sens d'apres une proposition precedente, d'ou l'egalite. 

La formule de Hopf et Lax 

On considere l'equation d'onde homogene 

ou la fonction / G C 2 (M) est supposee convexe et telle que 

/(0) = , 

et la condition initiate 

Vx el u(x, 0) = ito(aj) , 

ou la fonction uq est suffisamment reguliere et a support compact, cette derniere hypothese etant 
purement simplificatrice et susceptible de generalisation. D'apres la theorie des caracteristiques, on 
sait que celles-ci sont des droites, de pente bornee par 

M = Sup(\f'(u (x))\) 

xER 

. Si le support de u est inclus dans l'intervalle [a, 6], alors le support de u(.,t) est inclus dans 
l'intervalle [a — M t, 6 + Mot], et la propriete de support compact est done conservee. On pose, pour 
tout x G M et tout t > 0, 

/X r-X 

u{£,t) d£ , v (x) = / u {0 d£ . 

■00 J — oo 

Alors, en integrant l'equation de — oo a x, il vient 

I + = ' (i , - ,) ) = /,0) = - 
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Ainsi, la fonction v verifie l'equation de Hamilton-Jacobi 

3t + 7 \3x) 

et la condition initiate 

v(x, 0) = ^ot^) • 

Notre but est de montrer que parmi les solutions v il s'en trouve une caracterisee par la formule 
de Hopf et Lax, 

(X — Xq 
v {x ) + t /*( — — ) 

Cette solution satisfait a la condition d'entropie, et on considerera par la suite qu'il s'agit de la 
seule physiquement acceptable. 

Soit v une solution de l'equation de Hamilton-Jacobi, et p un parametre reel que Ton introduit 
en posant 

dv ( dv 



= P + n P 

ox \ ox 



dans 1'evaluation de / (||) par le developpement de Taylor suivant : 

|)-, w + (|-,), w + ifc£r(.>. 

avec q situe entre p et || . On ajoute maintenant || ,pour obtenir 

* +rw | _ (prw _ /W) + ifezii! r( , ) .* + ,(!).„. 



On en deduit 

at 



La fonction / etant convexe, on sait que 

1 ('- 

2 \3x 

Ainsi v verifie l'inegalite suivante 

3v 3v 

On recherche une solution maximale qui verifie l'equation 

3v 3v 

et la condition initiate 

v(x, 0) = Vq(x) . 
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On peut l'obtenir par les caracterisiques. 

On se fixe un point (x*,t*) et on considere une caracteristique passant par (x*,t*). Cette ca- 
racteristique provient d'un point (a?o,0) a l'instant initial. On note x = x(t) son equation, et 
v(t) = v(x(t),t) la valeur de la solution le long de cette caracteristique. On a les equations et 
conditions suivantes : 

x '(t) = f'(p) , x(0) = x , x(U) = x* 

et 

v'(t) = p f'(p) - f(p) . 

Comme /' est une fonction monotone croissante, on introduit sa fonction inverse g egalement mo- 
notone croissante, telle que 

g(f'(p)) = p ■ 

On a en particulier 

g(x'(t)) = p . 
En integrant l'equation en v, de t = a t = £*, il vient 



r [? f(p) - up)] dt 

Jo 



v{x*,U) = v (x ) 

ou encore pusque p = g(x'(t)), 

v{x„U) = v (x ) + [ [x'(t) g(x'(t)) - f(g(x'(t)))} dt. 

Jo 

On va chercher une trajectoire minimale, en minimisant v(x Xl t x ) sur l'ensemble des trajectoires 
admissibles, qui sont les caracteristiques possibles allant de (x ,0) a {x x ,t x ). On note x m (t) cette 
trajectoire minimale, les autres trajectoires etant de la forme 

x{t) = x m (t) + Xr{t) , 

avec A e Met une fonction r(t) verifiant 

r(0) = r{U) = . 

On obtient, avec cette notation, 

v(x„Q = v (x ) + /*[^(^(t) + Ar'(t))(^(t) + Ar'(t))-/(^(^(t) + Ar'(t)))]^. 

Jo 

Cette expression est minimale en A = 0. On traduit cela en derivant puis en ecrivant que cette 
derivee est nulle pour A = 0. ceci conduit a l'equation 

[r'(t)g'(x' m (t))x' m (t) + g(x' m (t))r'(t) - f (g(x' m (t))) g' \x' m (t))r' \t)] dt = , 



o 



ou on peut apporter quelques simplifications, sachant que 

f (g(x'Jt))) = x'Jt) 
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(en effet, en appliquant /' a g(f'(p)) = p, il vient f'(g(f'(p))) = f'(p), et f'(g(q)) = g , en 
posant q = f'(p) ), et obtenir simplement 

t. 



o 



Ceci est vrai pour toute fonction r(t) telle que r(0) = r(i») = .On integre par parties, pour obtenir 

[g(x' m (t))r(t)ti - j\(t) j t (g (x' m (t))) dt = 0. 
II reste, pour toute fonction r(t), 

1^ r(t) ^(g(x' m (t))) dt = 0. 

On en deduit 

j t (g«(t))) = o, 

ou encore 

g (x' m (t)) = A , constante . 

En appliquant /', il vient 

= f'(A) , 

qui est aussi une constante, et done 

x m (t) = t f'(A) + B , 
avec B constant. En identifiant, on obtient 

B = x 

puis 

et en particulier, 

f(A) = . 
On dispose maintenant de l'expression de la solution minimale : 

v{x„t,) = v (x ) + / [g (x' m (t)) x' m (t) - f (g (x' m (t)))] dt , 

Jo 

et en utilisant les constantes obtenues lors du calcul, 

v(x.,t.) = v (x ) + f'[g{f{A)) f'(A) - f(g(f'(A)))] dt , 

Jo 
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ou plus simplement, en utilisant g (f'(A) = A) , 

v(x„Q = v (x ) + t [Af'(A)-f(A)] . 

D'apres l'etude de la transformed de Fenchel (Proposition 3.2.4), on a 

A f'(A) - f(A) = f*(f(A)) , 

avec p = f'(A) et v(p) = A pour ce qui concerne les notations de cette proposition. On a finalement 
obtenu 

v( x *,Q = v ( Xo ) + tr(f(A)) = v ( Xo ) + tr ( x *~ Xo 

On peut maintenant abandonner les indices pour obtenir 

v(x,t) = v (x ) + t f* j^ 
II reste a prendre le minimum relativement a x pour etablir la formule de Hopf et Lax, 

c * / X — Xq 
t 



v(x,t) = Inf [ v (x ) + t f* 



L 'exploitation de la formule : semi-groupes et schema de Godunov 

Au lieu de proceder entre les instants t = et t = £*, on aurait pu le faire entre les instants t et 
t + At, avec At > 0. La formule de Hopf corresponndate est alors 

v(x,t + At) =Inf (v(y,t) + At /*(^) 



Cette formule est a rapprocher de l'expression d'un operateur de semi-groupe : 

v(.,t + At) = S(At) v(.,t) 

ou S (At) represente l'operateur de semi-groupe, de parametre At > . Cet operateur satisfait 
aux proprietes suivantes : 

S(t)oS(s) = S(s + t) = S(t + s) = S(s)oS(t) , 5(0) = I d (Identite), 

ce qui signifie qu'avancer d'abord d'une duree t puis d'une duree s donne le meme resultat que si 
on avance d'abord d'une duree s et ensuite d'une duree t. Le resultat d'unicite s'articule sur le fait 
que l'operateur de semi groupe est ici une contraction dans L 1 (M), c'est a dire 

/+oo r+oo 
\v(x, s + t) — w(x, s + t)\ dx < / \v(x, s) — w(x, s)\ dx , 
■oo J— oo 

si v et w sont deux solutions de l'equation. L'unicite s'en deduit trivialement en faisant tendre s 
vers zero : 

™+oo p+oo 

dx 



\v(x, t) — w(x, t) I dx < / \v(x, 0) — w(x, 0)| 

oo J — oo 
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qui est nul lorsque v et w satisfont a la meme condition initiale. L'operateur inverse de S(t) serait 
logiquement S(—t) ,qui n'est pas toujours defini dans le cas non lineaire, a cause de la possibility 
d'occurrence d'un choc, ce qui explique qu'on ne puisse pas parler de groupe. 

Un schema numerique est la version discrete de la notion d'operateur de semi groupe : il permet 
d'avancer de la duree At a partir de la solution approchee a l'instant t n = nAt pour construire la 
solution approchee a l'instant t n + At = t„ +1 suivant une expression de la forme 

v h (.,t n+1 ) = S h (At) v h (.,t n ) 

ou l'indice "h" rappelle le caractere discretise. 

En reprenant les notations de discretisation du chapitre 2 (section 2.6.1), on represente la 
solution approchee a l'instant t n par une fonction continue, affine sur chaque maille [xj,Xj+i\. En 
notant v™ sa valeur en xj, cette fonction est donnee par 

/ Xj+i - X \ / X - X j 

' \ A.r J ' 1 Ax 



Vh{x,t n ) = Vj — + Vj +1 — si xj < x < x j+ i . 



Pour reconstruire la solution approchee a l'instant t n+ i, il suffit de calculer les v™ +1 . En utilisant la 
formule de Hopf et Lax, il vient 

=Inf (v h (y,t n ) + AtrC-\r-) 



On pose 

v™ — Vh(y, t n ) 
v h (y,t n ) = < - 3 n> At , 

pour obtenir (en utilisant aussi " ' Inf(-A) = —sup(A)" pour toute expression A) 



< +i = < - At sup ( v l Vh } y ' tn) - r(^- 

3 3 ,A \ At v At ■ 

On pose maintenant 



c'est a dire 
On obtient 



x — y 
= x — p At 



v] - v h (x - pAt,t n ) 
At 



v? +1 = v? - At Sup ( -1 \ 4. ' - rip) 



Nous allons maintenant supposer que le maximum est realise pour p 6 [—1,1], c'est a dire pour 
des valeurs de Vh(y,t n ) realisees dans une des deux mailles adjascentes a xj. Ceci correspond a 
une restriction sur At qui traduit effectivement la condition C.F.L. (Courant-Friedrichs-Lewy). 
Supposons dans un premier cas que le Sup soit realise pour p > 0. Dans ce cas, 

(cas p > — = — - — - — p , 

y ' At Ax 
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et 



sup -^-^ p - r (p) = r - -^-^ = / 



p y Ax / \ Ax J \ Ax 

puisque / est convexe. Si au contraire le Sup est realise pour p < 0, on aura 

cas p < ^ — = - - p = i- p 

At Ax Ax 



et 



p 



Ax ' / \ Ax / \ Ax 



Enfin, il reste a mentionner le cas ou le Sup est realise en p = 0, qui donne 

v?-v h { Xj -pAt,t n ) 



sup [ ^ — v At - r( P ) ) = - no) . 



On obtient l'expression du schema : 



= „• - A* Max ^ / {-^f 1 ) , I ] , - /'(O) 

II s'agit en fait du schema de Godunov pour l'equation d'Hamilton-Jacobi. On retrouve le 
schema de Godunov standard, pour l'equation en u, en posant 

„„ _ v i+i ~ V J 

U. , l — : 

^+2 Ax 

qui exige la condition C.F.L. 

^ Sup \f'(k)\ < 1. 

AX & 

remarquons que ce schema ne teste pas seulement les valeurs v% mais aussi les valeurs interpolees 
entre les v%, a la difference de la methode utilisee dans le section precedente, sur les feux de foret. De 
ce fait, elle est bien plus performante pour beaucoup moins de points de discretisation, notamment 
dans les zones de regularisation. 



Application aux feux de foret 

Dans la section precedente, en conservant les memes notations (le front de flamme est represents 
par une fonction de x et de t, notee v(x, t), on avait 

v(x,t + At) = Sup (v(x + rjAt,t) + At \/c 2 - rA , 

—c<r)<c ^ ' 

et dans le contexte numerique, on a pour chaque point Xj, 

v n + l = Sup (v h {x 3 + r]At,t n ) + At Vc 2 - rA . 

—c<rj<c ^ ' 
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On pose 

v h( x i + r)At, t n ) — v™ 
v h ( Xj +r)At,t n ) = v] + J -At 



pour obtenir 

< +1 = + At Sup ^— — ^ + 

-c< n <c \ At 

La condition de Courant-Friedrichs-Lewy se traduit ici par 

At 

— c < 1 . 

Ax 

On a le resultat suivant : 

Proposition 3.2.11 Si la condition (CFL) est assuree, le Sup est realise pour une valeur n telle 
que 

xj — Ax < xj + rj At < xj + Ax . 



II suffit de remarquer qu'en extremite d'intervalle, on a \rj\ = ^ et done 

Ax 1^1 ~ ' 
qui implique, en l'introduisant dans la condition 

CFL 

l'inegalite 



At . At 

ou plus simplement 



Ax C ^ Ax" M ' 



c < 

et l'expression 

\/ c 2 — rf 

est nulle ou n'est plus definie. L'expression a maximiser est de la forme 



u 



avec 



r) + \/c 2 - rf , 



u n i si n > 



u = < 



it" i si ri < 



et sa derivee est de la forme 

7/ 



\/c 2 - rf 
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On constate qu'elle tend vers — oo lorsque rj est proche de c , ou vers +00 lorsque 77 est proche de 
— c. En aucun cas le maximum ne peut etre atteint a l'une de ces extremites. 

On suppose que la condition CFL est satisfaite, et ainsi 1'evaluation du Sup n'exige que trois 
tests : l'un concernant l'intervalle ]xj, Xj+i[, l'autre l'intervalle ]xj-i,Xj[ et le dernier le point xj . 
Pour l'intervalle ]xj,xj + i[, la derivee de l'expression a maximiser est 




V 



et ne peut etre nulle que si 



u n ! > 

J T 2 



et alors le maximum est realise en 




ce qui correspond a la valeur 




De facon analogue, et a condition d'avoir 



m" 1 < 

■> 2 



le maximum est realise pour rj < pour n 



V 




ce qui correspond a la valeur 




Enfin, pour rj 



, l'expression a maximiser vaut exactement c . En posant 




le Sup vaut 




L'expression du schema de Godunov correspond a 
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-2 2 4 6 8 10 12 

Propagation du front de flamme 



Ce schema a ete programme pour les memes valeurs initiales que dans le calcul precedent, avec 
c = 2 et une CFL de 0.99. On obtient des resultats similaires : 

On constate simplement que, pour des resultats de qualite comparables, le calcul numerique, qui 
est incremental, est bien plus rapide que le calcul effectuee en utilisant la formule de Hopf. 

Lorsque la vitesse c est variable (mais bien entendu positive), il suffit de remplacer c par 
l'expression de la vitesse variable c™ dans l'expression du schema, ce qui revient a la supposer 
constante sur chaque maille 

Ax Ax 
\ x j i x j ^~ i • 

On peut aussi en tenir compte dans le calcul de M™ ce qui donne une expression du schema plus 
compliquee. 

3.2.3 Les courbes isovaleurs (level sets) 

Dans l'exemple etudie en section precedente, les fronts de flamme sont representes par des courbes 
correspondant chacune au meme instant d'inflammation. Elles sont done caracterisees par une meme 
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valeur du parametre t, et s'agissant du temps, on les appelle courbes isochrones ou courbes tau- 
tochrone, ou plus simplement, dans le cas general, courbes isovaleurs ou courbes de niveau. 

La construction du modele "isochrone" peut etre realise en ecrivant que lors d'une passabe d'une 
courbe a la suivante, un point est "deplace" proportionnellent a la normale a la courbe. Notons 
que ce point est plus souvent fictif que materiel. On obtient une equation vectorielle de la forme 
suivante, dans le plan, 

dM 

c N , 



dt 

en notant M le point considere, N la normale (unitaire) a la courbe et c le coefficient de pro- 
portionnalite, qui peut aussi s'interpreter comme une vitesse de deplacement. En supposant ,pour 
simplifier, que la courbe admet une equation de la forme 

V = v(x,t) , 

et en representant la courbe sous forme parametree, en notant par exemple 

x = x(s,t) , y = y(s,t) = v(x(s,t),t) , 



^ _ (%{*,t)\ _ ( g(M) 



il vient 

i 

dt ~ \%(8,t)J ~ \§(x( S ,t),t) + §(s,t)§(4s.t)J) 

et 

AT = 1 



i 



On en conclue 



dx {g t) = _ c d f x (x,t) 



et 

dv . . . . dx . . dv 



(x(s,t),t) + —(s,t) —(x(s,t),t) = = 



II en resulte, sachant que x coincide avec x(s,t), 



dv _ c c (g) 




On retrouve l'equation de Hamilton-Jacobi obtenue precedemment. Notons que le parametre c peut 
tres bien etre variable dans la demarche precedente. 



La figure precedente presente une succession de courbe isichrones toutes issues d'une meme point 
de depart, pour une donnee de vitesse variable. I s'agit d'une acceleration progressive a l'interieur 
d'un disque centre au point (x ,y ) = (0.4,6) , avec les unites de la figure. L'augmentation de la 
vitesse provoque l'ecartement des courbes isochrones. 
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On considere maintenant un signal parti d'un point de depart Do fixe, et un point (x, y) du 
plan. On note 

T(x,y) 

le temps mis par le signal parti de D a l'instant initial t = pour atteindre le point (x, y) . Les 
courbes 

T(x, y) = Constante 

constituent des courbes isochrones. Ces courbes presentent quelquefois des profils topologiques qui 
peuvent etre complexes : par exemple un signal electromagnetique sera beaucoup plus rapide dans 
un milieu conducteur que dans un milieu isolant. La vitesse peut egalement ne pas etre la meme 
dans toutes les directions, par exemple lorsque le milieu est anisotrope, ou plus simplement lorsque 
la direction de la vitesse est imposee, dans les rue d'une ville pour le trafic routier par exemple. 
Dans ce dernier cas, l'isochrone est constitute d'un ensemble fini de points. 

Lorsque le milieu est isotrope, c'est a dire que ses proprietes sont les memes dans toutes les 
directions, une courbe de niveau, ou level-set est la donnee d'une courbe dont l'equation est de 
la forme 

${x,y,t) = , 
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a chaque valeur du parametre t, qui peut tout aussi bien representer un instant dans le temps, 
que tout autre parametre devolution, comme l'altitude en geographie terrestre ou la profondeur en 
geographie marine, la temperature pour des isothermes, la pression pour des isobares, etc... 

On peut decider de parametrer ces courbes, en utilisant le parametre s qui peut etre l'abscisse 
curviligne ou tout autre parametre representatif, et ecrire 

Vs , ${x{s,t),y{s,t),t) = . 

La derivation par rapport a t donne 

d$ dx d$ dy d$ 
dt dt dx dt dy 



et la derivation par rapport a a donne 



dx d$ 
ds dx 



dy d$ 
ds dy 







ce qui exprime que la normale unitaire N a la courbe level-set est liee au gradient de <5, par 



N 



IV* I 



avec 



IV* I 





2 




dx 


+ 


dy 



Si par ailleurs, la vitesse de deplacement d'une courbe a l'autre par rapport au parametre t est un 
vecteur que Ton peut decomposer sur la base constitute de la normale iV et de la tangente T a la 
courbe c'est a dire 



dx 
dt 
dy 

at 



cN + dT 



en notant — c et d les composantes, on obtient 

c (iV,V$) - d (T,V$) 



~5t 



(v$, v$) 
rvH 



c |V$| 



puisque V$ est colineaire a N, done orthogonal a T, et en consequence 

(T, V$) = . 

II reste l'equation 



— + c V$ 

dt 



. 



Le meme raisonnement, avec des notations un peu plus complexes, se generalise en dimension 
trois d'espace, et permet de caracteriser les surfaces de niveau ou plus simplement les "level-set" 
lorsque la vitesse de deplacement d'une surface a l'autre par rapport au parametre t est colineaire 
a N . 

On retrouve une equation d'Hamilton Jacobi, a traiter numeriquement comme dans l'exemple 
precedent, lorsque le profil de la courbe level-set se prete a une representation de la forme 



y 



u(x, t) . 
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Dans le cas general de la dimension deux d'espace, l'equation se presente sous la forme 



On pose 



Notons qu' a priori 



dt \dx' dy 



d$ d$ du dv 

u = — — , V = — — , w = — — — — 
ox dy dy ox 



w = 

et qu'il est fondamental de conserver cette valeur nulle. En derivant l'equation en x on obtient 

du d 

— — = — — Hlu.v) , 

dt dx K ' ' ' 



et en la derivant en y on obtient 



Par ailleurs, on calcule 



dV 9 Tit \ 

— — = — Hlu.v) . 

dt dy K ' ' 



dw d 2 u d 2 v d 2 d 2 

dt dydt dxdt dydx ' dxdy 

La valeur nulle de w est bien preservee. 

On se retrouve devant deux equations d'ondes, la premiere en u, pour v fixe, dans la direction 
x et la seconde en v, pour u fixe, dans la direction y. On peut integrer chacune de ces equations par 
une methode numerique adaptee aux equations d'ondes. Le choix des schemas de Lax-Friedrichs ou 
de Lax-Wendroff, ou mieux de leur composition dans le schema composite de Wendroff. On obtient 
ainsi, en chaque point (xj,y/.) avec xj = jAx , y^ = kAy par exemple, des valeurs u™ k et v™ k a 
chaque instant t n = nAt. II reste a reconstituer $, ce qui peut etre realise en integrant l'equation 

m = HM 

que Ton interprete comme une simple equation differentielle, et qui peut etre approchee en utilisant 
une methode explicite, par exemple la methode d'Euler 



Cette technique a permis d'approcher les differentes valeurs de $ a chaque instant t n . Si on veut 
maitenant representer visuellement une courbe 

$ = Constante , pour 

on peut se fixer un seuil 

e > 
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et noircir toutes les mailles 



telles que 



Ax Ax Ay Ay 



— Constante\ > c 



Les mailles restantes representent une zone ou passe la courbe level-set (approchee). La meme idee 
peut etre adaptee au traitement des surfaces de niveau (level-set) dans l'espace. 

Nous verrons plus tard, au chapitre 9, comment ameliorer le profil de la courbe level-set par 
une technique de reduction de la diffusion numerique. II suffira de marquer par la valeur 



les mailles pour lesquelles 

et par la valeur 

les mailles pour lesquelles 



M jk 



> Constante + e 



Mi 



jk 



< Constante — e . 



On realise ainsi une sorte de discontinuite de M , le long de la courbe level-set. II restera a faire 
operer une technique de raidissement de choc pour reduire la zone 

I - Constante \ < e 

en une zone dont l'epaisseur soit de l'ordre de la largeur de maille. 

Notons qu'il n'est pas necessaire d'imposer une petite valeur au parametre e . II suffit de separer 
la zone de travail du reste de la zone de calcul. Le redressement donnera la meme qualite de resultat. 



3.3 Les reactions transporters 

Dans cette section, quelques exemples de propagation sont presentes, qui tous traduisent des modeles 
d'ondes particuliers. 
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3.3.1 Reactions chimiques et polluants 

En chimie, les specialistes utilisent la notion de concentration plutot que la densite. Une concen- 
tration correspond a une partie d'un produit particulier P, presente dans un melange de produits. 
Elle est nulle lorsque le produit P n'est en fait pas present, et elle vaut sa valeur maximale 1 
lorsque le produit P occupe toute la place disponible. On suppose que le melange se deplace dans 
l'espace, ici l'axe reel, pour simplifier. On note c(x, t) la concentration a la position x, a l'instant 
t. Le melange se deplace avec une certaine vitesse u(c, x, t) dependante de la position x, de l'instant 
t et eventuellement de la concentration c(x,t). 

S'il n'y a pas de modification dans le melange, la concentration reste constante, et comme entre 
les instants t et t + At, le melange avance de la distance Ax = u At, on a 

c (x + Ax, t + At) = c(x, t) . 

On en deduit, par un developpement limite, l'equation d'onde 

dc dc 

- + u(c,x,t)- = 0. 

Lorsqu'il y a interaction avec le milieu, le modele la prend en compte par l'intermediaire d'un 
terme source proportionnel a c , par exemple de la forme 

c (x + Ax, t + At) = c(x,t) + At A(c(x,t),x,t) c(x,t) . 

On en deduit l'equation d'onde non homogene 

dc dc 

— + u{c,x,t) — + A(c,x,t) c = . 
ot ox 

Le coefficient A{c, x, t) peut dependre de la position x, de l'instant t et eventuellement de la concen- 
tration c(x,t). Lorsqu'il est positif, il traduit une perte du produit considere. C'est par exemple le 
cas lorsque le melange avance dans un milieu chaud et que la temperature provoque une reaction qui 
consomme de la concentration c, et done sa diminution au cours de l'avancement du melange. Un 
autre exemple concerne la concentration en bacteries dans de l'eau sortant d'une station d'epuration 
et larguee en mer : la salinite va provoquer la destruction de ces bacteries, et ceci d'autant plus 
rapidement que l'eau de mer est agitee. Ainsi, actuellement, de nombreuses communes du littoral 
qui larguaient auparavant leurs eaux epurees en fond de baie ou d'estuaires prevoient des largages 
pres d'une pointe ou plus au large, pour profiter de l'agitation du milieu marin et de sa plus grande 
salinite. Au contraire, une valeur negative du coefficient A(c, x, t) traduit une augmentation de la 
concentration c dans le melange. Par exemple, en exploitation de gisement de petrole, on injecte 
dans le milieu (une roche poreuse) un melange d'eau et de polymere, qui s'enrichit en huile presente 
dans la roche, et transporte le melange "eau+polymere+huile" vers un puits d'extraction. Le po- 
lymere agit comme un detergent, pour mieux nettoyer la roche de son huile, comme on utilise un 
produit "vaisselle" pour degraisser des plats. Dans ce cas le coefficient A(c,x,t) doit absolument 
dependre de c et devenir negatif ou nul lorsque la concentration maximale c = 1 est atteinte : 

A(l,x,t) < . 

En effet, une valeur positive du coefficient A creerait des concentrations superieures a 1. 
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L'equation precedente n'est pas conservative. On peut la rendre conservative en introduisant 
une densite q transported par le meme champ de vitesse u, et qui peut representer par exemple la 
densite du melange. On suppose qu'elle satisfait l'equation de transport 

m + T x ( " n) = °" 

II s'agit d'une equation homogene, traduisant la conservation de la masse de melange. 

On peut maintenant etablir une equation de transport de la densite du produit qc, a partir des 
deux equations precedentes. On obtient 

d d 

di ^ + dx ^ qCU ^ + A<yCl x,t ^ qc = ' 

II s'agit d'une equation conservative, mieux adaptee au traitement numerique. On peut considerer 
cette densite q comme une quantite reelle, c'est a dire ayant une signification reelle, on comme une 
densite Active, sans signification reelle. Dans ce dernier cas, on peut toujours la reactualiser au cours 
du calcul. Les deux options donnent des resultats assez proches. 

On considere la situation suivante : un bouchon de polluant arrive par une conduite dans un 
bassin de decantation ou il est reduit. Cette arrivee est simulee par une baisse subite de la vitesse 
u qui passe de la valeur u = 1 a la vitesse u = 0.3, a l'entree du bassin. La vitesse u ne depend pas 
de t. Le bouchon est represents par un profil positif, a support compact et le parametre de reaction 
est choisi de la forme 

k c 



A = , avec k = 0.125 

1 + c 



decroissant lorsque c decroit. 



La figure jointe montre un resultat de simulation obtenu par le schema de Godunov, en calculant 
la densite de melange q et la densite du produit (qc) pour en deduire la concentration en calculant 

c = M . 

q 

On introduit un pas de discretisation en espace Ax et un pas de discretisation en temps At, on 
pose Xj = jAx , t n = nAt et on note q™ , (qc)™ , c" , u™ les approximations respectives de 
q(xj,t n ) , (qc) (xj,t n ) , c(xj,t n ) , u(xj,t n ) puis A™ = A(c™ , Xj,t n ) . Le schema correspondant 
a la version utilisant une densite reelle s'ecrit en deux temps : le calcul de la densite du melange 
(reelle) : 

n n+l — n n — — ( n n v n — n n v n \ 
et la calcul de la densite du polluant 

- £ ((qc)>]-(qc)U u U) 



(qc) 



71 + 1 

j 1 + At A] 



Le calcul de la concentration s'en deduit par 

„„ +1 _ (q c )7 



c 



« n+l 
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Le schema correspondant a une densite Active revient a poser systematiquement q™ = 1 dans le 
schema precedent. On obtient 

„n _ At In „.n _ „n „.n \ 
c n+l _ C j Ax \ C J U j C j-l a j-l) 

(i-s («?-«?-0) (i + AtA l) ' 

La difference entre les deux resultats obtenus apres 120 pas de temps est a peine perceptible. Notons 
que sachant la vitesse positive, le schema de Godunov se reduit ici au schema decentre. La condition 
limite en x = est restee 

c(0,t) = , 

ce qui revient a dire qu'aucun autre polluant n'est rentre. La discretisation a utiliser 500 pas 
d'espace, ce qui correspond a une "CFL" a 0.998 dans la conduite, puis a 0.3 dans le bassin. On 
observe un raidissement du front du bouchon dans la zone de fort gradient de vitesse. Le schema 
a densite Active est aussi appele schema de ponderation par les taux de deformation. II est 
souvent utilise par les ingenieurs pour traiter les equations d'ondes non conservatives. II fonctionne 
tout aussi bien lorsque la vitesse u depend de c, c'est a dire lorsque l'onde est vraiment non lineaire, 
et conserve la stabilite de la norme "Sup" dans le cas homogene. 

3.3.2 Le vent, les pollens, la pheromone 

La plupart des plantes et des insectes utilisent l'atmosphere et done le vent, pour propager des 
substances necessaires a leur reproduction. Pour les plantes, il s'agit essentiellement des pollens, qui 
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peuvent parcourir de longues distances et resister pendant de longues periodes, mais qui constituent 
egalement un risque allergique pour les populations humaies. Les insectes femelles adultes, chez les 
papillons, notamment, diffusent des molecules olfactives caracteristiques pour stimuler les males du 
voisinage, de la meme espece, et leur permettre de localiser leur presence et d'assurer la reproduction 
de l'espece. Le risque est ici celui de la multiplication des ravageurs des cultures et toute entrave 
a cette communication va constituer un obstacle a la reproduction d'une espece particuliere bien 
ciblee. II s'agit d'une alternative ecologique a l'exploitation massive de pesticides qui ne distinguent 
pas entre les especes, celles qui sont ciblees, et accumulent dans le sol des produits quelquefois 
indesirables. l'alternative, appelee confusion sexuelle, consiste a disposer en quantite suffisante 
des diffuseurs de pheromone de synthese, pour saturer l'atmosphere de telle sorte que les males 
soient incapables de localiser les femelles, ce qui reduit considerablement la reproduction. Cette 
technique est de plus en plus utilisee dans les vergers et les vignobles contre les vers et les chenilles, 
et permet une reduction spectaculaire de l'usage de pesticides. La cible (les vers et les chenilles) 
est fortement reduite, mais la population de coccinelles par exemple n'est pas touchee, elle peut se 
developper et se charger utilement de la consommation des pucerons. 

Le modele est proche de ceux presentes dans la section precedente, auquel il faut cependant ajouter 
un terme de diffusion, dont le coefficient peut dependre de la concentration, et devenir nulle lorsque 
la concentration est tres faible. II s'agit d'une diffusion non lineaire, qui limite a un nuage la presence 
de la concentration, au lieu de lui faire occuper tout l'espace a un taux de concentration proche 
de zero. II faut aussi tenir compte d'un terme d'absorption ou de fixation par le milieu du produit 
transports. 

On va s'interesser ici a la propagation et la diffusion du pollen par le vent. On se donne une 
source S(x, t) qui produit et disperse du pollen. On peut considerer que le support de cette fonction 
est compact (en x) pour simuler par exemple un champ plante d'une espece particuliere. La vitesse 
du vent est notee vq et a l'echelle de la simulation, on peut la considerer comme constante, ou 
seulement dependante du temps t. L'absorption par le sol (et les autres plantes qui s'y trouvent) 
est representee par un parametre /, de fixation. Ce parametre peut dependre de la nature du sol, 
done de x, et de conditions dependant du temps t, par exemple s'il pleut ou non. La diffusion est 
representee par un terme d'ordre deux, de coefficient note a > 0. On note q(x, t) la densite de pollen 
au point x, a l'instant t. L'equation de transport s'ecrit 

dq d d 2 q 

m + Tx M = a w " fH{q) ' 



ou H est une fonction d'Heaviside 



H(q) 



1 si q > 
si q < 



On suppose que le domaine considere est [0, R] est suffisamment grand pour que la densite de pollen 
produite q n'ait pas le temps d'atteindre les extremites ou R. Ceci se traduit par les conditions 
limites 

q(0,t) = , q(R,t) = . 

Comme dans la section precedente, on introduit un pas de discretisation en espace Ax et un pas de 
discretisation en temps At, on pose xj = jAx , t n = nAt et on note g", /" les approximations 
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respectives de q(xj,t n ) , de S(xj,t n ) et de f{x^). Le schema numerique s'ecrit en deux temps. On 
calcule d'abord une approximation avant depot par le parametre /, 

puis on realise le depot par la formule 

q] +1 = Max ( q] +1 - At /j 1 , 0) . 




Ce schema fait intervenir une matrice tridiagonale symetrique, et le systeme lineaire associe est 
rapidement resolu par une factorisation en deux matrices bidiagonales, l'une superieure, l'autre 
inferieure. Dans la simulation presentee ici, la source correspond a un petit intervalle, et se reduit 
au cours du temps : 

s(x,t) = — , si x e]xq, Xi[ , avec sq =0.2 , s\ = 0.2 . 

1 + ait 

Le vent souffle de gauche a droite. Le nuage de Pollen est presente dans le haut de la figure, et le 
depot dans le bas. On note que le depot se realise encore a une bonne distance de la source. Le 
parametre / a ete pris constant : / = 0.0015 . 
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3.3.3 Dynamique de populations : les bacteries, les ravageurs, l'elevage 



Ce theme a ete aborde une premiere fois en Section 2.3.3, pour introduire l'age comme une variable 
de position. Une autre variable de position est bien entendu l'espace, qui permet de prendre en 
compte les migrations de la population, ce qui peut etre utilise pour prevoir, puis limiter le risque 
des migrations de ravageurs dans l'agriculture ou des parasites en general, comme les termites par 
exemple . Une autre variable de position possible est le poids des individus, qui constitue un element 
essentiel pour estimer la maturite d'une population dans un elevage et le risque associe est celui 
de voir cette population arriver a maturite a une date qui ne coinciderait pas favorablement a la 
demande du marche. 

Dans un premier exemple, on considere une population de ravageurs situee a l'instant initial 
entre deux zones de ressources Rl et R2. On veut modeliser sa migration vers ces zones de ressources. 
On note R(x, t) la densite de ressource et q(x, t) la densite de ravageurs au point x et a l'instant 
t. Les ravageurs ont la perception de la proximite des ressources et vont se diriger vers ces zones 
avec une certaine vitesse qui depend de la distribution des ressources dans l'envitonnement de sa 
position actuelle. En effet, il ne s'agit pas d'une reponse locale mais au contraire globale ; le champ 
de vitesse en un point x est influence par la distribution globale des ressources sur toute la zone 
d'etude. Cette influence du champ de vitesse est controlee par les parametres R et ^ . De plus, 
la vitesse est bornee, limitee par les contraintes physiologiques des ravageurs (elle est plus rapides 
s'ils volent que s'ils rampent par exemple). Dans la simulation illustrant cette section, on a choisit 
de construire ainsi le champ de vitesse. Connaissant la densite de ressource R sur l'intervalle [0, L] 
qui est notre domaine d'etude, on calcule la soltion de l'equation differentielle 

K — ' — 

dx 2 dx ' 

verifiant les conditions aux limites 



v(0) = v(L) = . 
On prend ensuite un champ de vitesse de la forme 

Min(\v(x)\,l) 



u(x,t) = signe{v{x)) 



1 + M R(x, t) 



Ainsi, le champ de vitesse est reduit lorsque la ressource est presente : de nombreux ravageurs 
s'arretent pour consommer... La constante M est assez grande (on a pris M = 10). 



L'equation decrivant la migration des ravageurs est une equation de transport de la forme 

9q d . , , , , 

di + dx ^ QU ' = ~ ^ q ' q + Q ' 

ou le parametre /i(q) est un taux de mortalite. II depend de la densite q parce qu'une plus forte 
densite va attirer plus surement les predateurs, on meme provoquer un traitement, dans le cas de 
l'agriculture. Dans la simulation, on a pris un taux de la forme 

1 + fixq 
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avec fj,Q = 0.001 et fix = 30 . Le terme Ao R correspond a un taux de reproduction. II ne doit 
apparaitre que sur du long terme en ce qui concerne des insectes, mais doit etre pris en compte 
s'il sagit d'une population de bacteries par exemple. En effet, les chenilles ou les larves ne sont pas 
encore des adultes et ne se reproduisent done pas. A l'inverse, la presence de ressourcee suffisantes 
va favoriser immediatement la multiplication d'une population de bacteries. On a pris A = 0.005et 
l'echelle des ressoureces va de a 2. Cette ressource va egalement decroitre au fur et a mesure de 
sa consommation par la population de ravageurs. On traduit cette consommation par l'equation 
differentielle 

^ = ~K oRq . 
at 

Elle est a la fois proportionnelle a la ressource restante R , de facon a ne pas devenir negative 
apres etre devenue rare, et bien entendu, a la densite de population q qui la consomme. Pour la 
simulation, la valeur de la constante etait K = 0.12 . 

Comme dans la section precedente, on introduit un pas de discretisation en espace Ax et un 
pas de discretisation en temps At, on pose xj = jAx , t n = nAt et on note q™ , R™ , les 
approximations respectives de q(xj,t n ) , R(xj,t n ) , u(xj,t n ) . Le calcul du champ de vitesse a 
partir des la distribution des ressources se fait en deux temps. Dans un premier temps, connaissant 
les RJ, on calcule les variables solution de 

£2 fei ~ 2 + V U) + < = . 2<i<n-l, 
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en resolvant un systeme lineaire tridiagonal, et v" = v 7 ^ = . Ensuite, on pose 

, Mm(|<|,l) 
< = signe(v?) Vl • 1 - 1 . 

Pour calculer les densites, on utilise le schema de Godunov, avec traitement implicite des termes de 
mortalite, pour q, ou de consommation, pour R. On obtient, en posant 



«" + = mai(«",0) , u n - =min(u™,0) , 



'ecriture suivante du schema 



Ensuite, la ressource est actualisee ainsi 
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j 1 + At K q] +1 

La simulation fait apparaitre clairement la mise en mouvement de la population, qui se scinde 
en deux. La ressource R2 plus proche et plus importante est atteinte la premiere, et la ressource 
Rl beaucoup plus tard. La consommation se fait au niveau de plusieurs fronts, ou les densites 
de population deviennent importantes, done plus visibles et plus exposees aux predateurs ou aux 
traitements. Les resultats presentes correspondent aux instants 0, 5, 10, 20, 30 , 50 et 75. Les 
distributions de densites de population sont representees en noir (t = 0) puis en vert. Les densites 
de ressources sont representees en bleu (t = 0) puis en rouge. La figure presente egalement le champ 
de vitesse initial, en bleu, puis le dernier champ de vitesse (t = 75) en rouge. 

En elevage, la gestion d'un troupeau se represente de facon silimaire, la variable de position 
etant ici le poids, et la variable devolution etant a la fois le temps ou l'age, l'un etant simplement le 
translate de l'autre lorsque tous les elements du troupeau sont de meme age. On reprend les memes 
notations, en notant q(x, t) la densite de tetes de poids x a l'instant t ,c'est a dire que le nombre de 
tetes dont le poids est compris entre x et x + Ax est egal a q(x, t)Ax a l'instant t. La vitesse notee 
u{x, t) est une vitesse de prise de poids, et depend du poids x et de l'age, done de t. L'age est note 

a = t — to 

ou to correspond a la date de naissance, la meme pour tous, dans le but de simplifier. 



Le modele est constitue d'une equation de transport de la forme 

dq d . . . . , . 

di + dx^ X,t ' Q ' = ~ ^ t:X > q ' 

ou le parametre fi(x, t) est un parametre de mortalite. 

On se propose de modeliser ici un elevage de chapons, qui doivent etre abattus au bout de 150 
jours minimum, avec un poids effile de 3.1 kg. A partir du 125 eme jour, la gestion de l'alimentation 
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est adaptee pour atteindre cet objectif. La figure precedente represente les resultats obtenus par le 
schema de Gudunov, en adoptant le controle suivant de la prise de poids : 

u(x,t) = °"*"'f signet xO — x) \/\xq — x\ (1 + F(a)) , 
1 + pia 



avec a = 0.12 , f3 = 0.2 , j3i = 1 , et 

F(a) 



si a < 125 
4 si a > 125 



Cette fonction F(a) correspond a l'engraissement final, qui intervient apres la claustration des vo- 
lailles, soit apres le 125 eme jour. Le modele numerique reproduit correctement les resultats attendus, 
et notamment la periode finale, et la gestion de la nouriture pour parvenir a un poids optimal pour 
chacun des chapons au bout de 150 jours. La baisse d'effectif est due a la fragilite des volailles en 
debut de vie, puis au moment de la claustration. 



3.3.4 Les questions de sante : evolution d'une maladie 

On s'interesse maintenant a la modelisation du developpement d'une maladie, qui reste tres proche 
de la modelisation de l'elevage de chapons presentee dans la section precedente. Bien que les appli- 
cations soient tres differentes, le meme programme de calcul peut etre exploite dans les deux cas, 
avec des modifications mineures, concernant essentiellement les echelles des donnees et les valeurs 
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des parametres. Cependant, si pour les chapons, l'objectif est d'arriver a amener le maximum de 
la population au poids ideal avent l'abattage, il est ici de retrouver un minimum de malades aux 
urgences de l'hopital. La vitesse de progression de la maladie peut etre limitee par l'administration 
de soins, comme la vitesse de prise de poids des chapons etait limitee par le controle de la nourriture. 
L'age correspond ici au temps passe depuis la declaration de la maladie. 



t=o 



Evolution d'une maladie 



(sans soins) 

1439 malades 
t=4 au depart 



103 malades 
aux urgences 
10 ans apres 
muO = 0.025 




t=120 



0.2- 
0.1 



t=1P t=12S 



t=0 



-0.1- 
-0.2- 
-0.3- 



Vitesse de progression de la maladie 



II s'agit d'une maladie aux aspects cumulatifs, comme par exemple les allergies, et on va 
s'interesse a la classe des malades developpant les symptomes maximaux, c'est a dire las plus avances 
par rapport a l'age de la maladie. Les autres malades seront "declasses", c'est a dire elimines de 
l'effectif des malades, pour ne plus y apparaitre. En pratique, il faudrait edudier simultanement 
plusieurs classes, impliquant la prise en compte de plusieurs equations d'ondes simultanement, et 
qui est l'objet des chapitres ulterieurs. 

Les differents etats de la maladie sont reproduits sur une echelle allant de a 20, la valeur 
x = 20 correspondant a l'etat de crise grave, le malade doit etre traite aux urgences de l'hopital 
(par exemple, pour les allergies, il aura developpe un angio-oedeme). Le modele est constitue d'une 
equation de transport de la forme 

dq d . . . 

oil le parametre /i(x, t) n'est pas un parametre de mortalite, mais correspond au declassement 
mentionne plus haut. La densite q(x, t) represente les malades au niveau d'avancement x, a l'instant 
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Evolution d'une maladie 
(avec soins) 

1439 malades 
au depart 



100 malades 
aucunes urgences) 
1 ans apres 
muO = 0.025 




t ,c'est a dire que le nombre de malades entre les niveaux x et x + Ax est represente par q(x, t)Ax. 
Le coefficient de declassement est choisi de la forme 

x 1 

1 + X 

de facon a etre faible en debut de maladie, puis aller vers la valeur asymptotique fiQ ensuite. La 
vitesse de progression de la maladie quand il n'y a pas de soins est choisie de la forme 

u(x,t) = [3 J — — — — 
y 1 + pix 1 + a 

avec a = t — to representant le temps ecoule depuis la declaration de la maladie a l'instant to. 
Cette formule permet de representer un profil croissant, convergent vers une valeur asymptotique 
Po. Lorsque des soins sont administres, la vitesse de progression devient plus faible a terme. On 
propoe par exemple la modification suivante de la formule precedente :e 

f5o I x a 

U(X,t) = a , 

K ' 1 + /3 s x V 1 + Pi x 1 + a 

avec p s > . Les deux cas ont ete calcules, sur une periode de 10 ans, a partir d'un echantillon de 
1439 malades ayant declare la maladie au meme moment. L'unite de temps est le mois. Dans les 
deux cas, on a choisi 

fio = 0.025 , /3 = 0.2 , p l = 1 , 
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et lorsque des soins sont administres, j3 a = 0.05 .On observe une tres nette difference entre les deux 
cas, bien qu'au niveau des valeurs les vitesses soient relativement peu differentes. Le schema utilise 
est le schema de Godunov, exactement le meme que celui exploite pour l'exemple des chapons. 

3.3.5 Les mouvements de foules 

On veut modeliser les premiers instants de l'evacuation de N personnes se trouvant a proximite 
immediate d'un point ou un danger particulier vient de survenir, un depart d'incendie par exemple, 
afin de valider un plan d'evacuation. Le point "danger" est pris en x = 0, et on se restreint d'abord 
au cas d'une seule dimension d'espace (le long d'un couloir ou d'un itineraire d'evacuation, par 
exemple). Un note t = l'instant ou l'alerte ou l'ordre d'evacuation a ete donne. 

A la difference du trafic routier, ou les automobiliste cherche a maintenir une vitesse proche de 
la vitesse maximale autorisee, ces personnes ne vont rechercher une vitesse maximale possible que 
dans le voisinage immediat du point danger, elles vont courir. Au dela d'une certaine distance de 
securite, la vitesse va se reduire pour se stabiliser a la vitesse de la marche, si aucun autre incident 
ne vient perturber ce comportement. On note u$(x) ce profil de vitesse, a la distance x du point 
danger. II est rapidement croissant pres de l'origine, puis decroit regulierement par la suite, pour 
atteindre une valeur asymptotiqe proche de la vitesse unite (soit 1 ms _1 ou 3.6 km h~ l ). 

Par contre, et ceci est analogue au cas du trafic routier, cette vitesse peut etre reduite en 
fonction de la densite des personnes qui se deplacent. II existe une densite de blocage, notee q^, 
qui impose l'arret des personnes situees en arriere de ce point, ne pouvant plus avancer. 
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On note q(x, t) la densite des personnes au point x, a l'instant t . L'encombrement est 
represente par un facteur de flux, note f(q), qui se presente comme une fonction continue de 
q , positive, concave, decroissante, valant 1 pour q < q$ , le seuil de la premiere gene, et valant 
lorsque q = q^ , la densite de blocage.. Dans la simulation numerique, on a pris 



{1 si q <q 

I - a 2 siq <q<q b 
q b -qo iu _ i _ io 



La vitesse effective est donnee par le produit u (x) f(q(x,t)) au poit x, a l'instant t.Le 
deplacement de la densite q(x, t) est assure par l'equation de transport 

ou le terme 

«o f(q) Q 

correspond au flux. Le graphe de g(q) = qf(q) est represente ci dessus. 

A la difference des autres exemples de la dynamique des populations, le flux est ici une fonction 
non lineaire de la densite. Le terme g(q) = q f(q) est une fonction continue, concave, nulle en q = q^ 
et en q = 0, positive sur l'intervalle ]0, <#,[. Elle passe done par un maximum en un point que Ton 
notera q m . Dans notre exemple, ou f(q) est reguliere, la valeur de q m est obtenue en resolvant 

Q /'(?) + f(q) = , 

ce qui donne 



q m = ^ \2qo + \jql + ? A% - qoY 

et on note que 

qo < q m < qb ■ 



La mise en oeuvre numerique utilise le schema de Godunov, qui necessite un calcul de flux 
a chaque interface entre les mailles et une condition de stabilite (CFL). Les notations discretes 
sont les memes que dans les autres cas d'utilisation du schema de Godunov. Le calcul des flux aux 
interfaces, notes 

A n , 

pour l'interface situe entre la maille N ° j et la maille N ° j + 1 se fait par un solveur de Riemann, 
qui evalue 

A", = a", Inf ( a" L u (x" +1 _) k f(k)) , 

i + h 

avec 

a n 3+ , = signe (<# +1 - <#) , 
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et ou J? +i est l'intervalle dont les extremites sont g" et g" +1 - II n'y a que trois valeurs a tester, a 
savoir g J; g^ + i et g m si g m e I n i. Le solveur donne la valeur intermediate 

{g? gj < g m et g(g") > g(qf +l ) 

g"+i si g"+i > q m et g(qf) < g{q? +1 ) . 
g m si gj > g m et g™ +1 < q m 

Le choix est represents par un graphique sur une figure precedente. On prend ensuite x n y tel que 

u {xj) si q n j+1 = g™ , 



Mo(Xj)+Mo(Xj + l) ■ „ 



Le schema de Godunov s'ecrit ensuite 

At 




Ce schema necessite la condition de stabilite CFL, impliquant la vitesse caracteristique 

u{x) (q /'(g) + /(g)) • 
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Comme 

^ (?/'(?) + /(?)) = qf"(q) + 2f'(q) < 0, 

la vitesse caracteristique est une fonction decroissante de q et atteint sa valeur (absolue) maximale 
soit en q = , soit en q = q^ . La condition CFL s'ecrit 

^ Sup(M*)|) Max( 1 , % |/'(g 6 )|) < 1 . 

Dans la simulation representee plus haut, ou = 12 et go = 6 , ce qui donne g m = 8 , ce maximum 
est realise par (/'(ft) I • l e profil initial est de la forme 

q(x,0) = C q (1 + tanh(A q (x q - x))) , avec C q = 4.95842 , A q = 0.1 , x g = 40 , 

choisis de telle facon que 400 personnes soient regroupees dans un perimetre de 35 metres du point 
"danger". On observe le deplacement d'un profil presentant, a terme, un front vertical decroissant, 
correspondant a la partie rectiligne du graphe de g(q) = qf(q) , pour q < q$ (= 6 id) , suivi d'une 
detente correspondant a la partie maximale du graphe de g(q), puis d'un choc (partie verticale 
croissante) et enfin une petite detente, le reliant au point "danger". On ne retrouve pas sur la figure 
des resultats, la valeur q$ au niveau du profil, ce qui s'interprete comme un effet du terme source 
induit par la dependance en x de la vitesse u (x). En effet, l'equation de transport s'ecrit aussi sous 
la forme 

Y t + «o(s) (?/'(?) + /(?)) % + <(x)Qf(Q) = 0, 

ou apparait bien un terme source u' (x) q f(q) qui vient augmenter la densite lorsque u' (x) est 
negatif, ce qui est le cas au dela x = 8 m. La meme remarque explique la petite onde de rarefaction 
qui suit le choc. On observe aussi quelques oscillations dans la partie haute du profil, qu'on peut 
attribuer au choix de la valeur de Uo(x n i) lorsque q n i = q m . Notons que cette simulation ne fait 

]' 2 3' 2 

pas apparaitre de blocage, la voie etant "libre" devant le groupe en mouvement. 

On peut aussi representer des obstacles, en faisant dependre a ce niveau les parametres q et 
de la variable x. Ainsi, on simule un etranglement en limitant la valeur de q^ localement, et dans ce 
cas on peut voir apparaitre des situations de blocage. 

On peut generaliser la dimension un en prenant une representation radiale, la densite devenant 
dans ce cas xq(x,t) au lieu de q(x,t), la variable x etant la distance radiale, le pole etant bien 
entendu en x = . 



109 



Chapitre 4 

Les systemes a plusieurs ondes 



4.1 Les systemes hyperboliques 

On s'interesse ici a des situations ou interviennent plusieurs ondes a la fois. L'etat d'une telle 
situation est decrit pas plusieurs parametres, par exemple la vitesse et la profondeur de l'eau en 
hydraulique, la densite, la pression et la vitesse dans un gaz, deux ou plusieurs classes differentes 
dans une population, dans un portefeuille de valeurs, differentes phases chimiques, etc... 

Chaque parametre necessite qu'il soit decrit par une equation et si N est le nombre de ces 
parametres, on s'attend a devoir manipuler un systeme de N equations. On note u\, u 2 , ...un ces 
differents parametres. Chaque parametre Uj est done concerne par une equation de la forme 

duj du k 

— + A jk (u 1 ,u 2 , ..,u N ,x,t, ..) — + S j {u 1 ,u 2 ,..,u N ,x,t,..) = 0, 

k=l 

ou la matrice des coefficients Aj k (1*1,1*2, ..,UN,x,t, ..) assure le couplage des equations entre elles. 
Cette matrice est appelee matrice de flux. Les termes Sj constituent d'eventuels termes sources. 

On considere une onde particuliere, dont on note <j> son profil. Le parametre <j> est bien entendu 
lie aux differents parametres uj et bien souvent il s'agit de l'un d'entre eux. Inversement, au niveau 
de l'onde, chacun des parametres Uj peut s'exprimer comme une fonction du profil <j> , par une 
relation qu'on ecrit 



u 



3 



Uj{<j>) 



etant bien entendu que s'il n'y a pas de dependance entre uj et (ft, on a tout simplement u'^cft) = 0. 
On exige cependant 

3j e {l,2,..,N}telqueu' jo (<t>)?0, 

sinon le profil (ft n'aurait rien a voir avec le systeme propose. 

Le profil (ft, correspondant a une onde, doit satisfaire a une equation d'onde, de la forme decrite 
au Chapitre 2, a savoir 

— + X((ft,x,t, ..) — + S((ft,x,t,..) = 0, 
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ou la vitesse caracteristique \(<f>, x, t, ..) doit absolument etre un nombre reel. Cette equation d'onde 
doit aussi etre compatible avec le systeme propose au depart. 

En introduisant les relations Uj = Uj((f>) dans le systeme de depart, on obtient pour chaque 
valeur de j, 

U 'M) % + (E a * <W j ^ + s 3 = o , 

que Ton compare avec l'equation d'onde verifiee par (/>, qu'on a prealablement multipliee par u'j(<f)). 
II apparait une premiere condition de compatibility, independamment des termes sources : 

N 

Vje{l,2,..,N} Yl A * U 'M = Xu W ■ 

k=l 

Cette condition impose que A soit une valeur propre de la matrice de flux (Aj k ) et le vecteur propre 
associe est colineaire au vecteur (u[((j)), u' 2 (</>),.., u' N ((/))) qui est non nul car au moins une de ses 
composantes (i^ o ((/>)) est non nulle. 

Pour que le systeme propose decrive correctement la propagation de iV ondes on doit done 
exiger que les valeurs propres de la matrice de flux (A,&) soient toutes reelles. De plus, afin de pou- 
voir identifier chaque onde, il est naturel d'exiger que les vitesses caracteristiques soient differentes. 
Toutefois, on peut accepter les vitesses caracteristiques identiques pour deux ondes differentes, a 
condition qu'il y ait une certaine independance entre elles, ce qu'on traduira par des sous espaces 
propres de dimension egale a la multiplicite des valeurs propres correspondantes. Les systemes 
realisant cette condition seront appeles des systemes strictement hyperboliques, ce qu'on re- 
prend dans la definition suivante : 

Definition 4.1.1 Un systeme de la forme 



duj du k 
— + A jik (ui,u 2 ,..,u N ,x,t,..) — + Sj(ui,u 2 ,..,x,t,..) 



est dit un systeme hyperbolique lorsque toutes les valeurs propres de la matrice de flux (Aj k ) 
sont reelles. II est dit stictement hyperbolique lorsque cette matrice de flux est diagonalisable. 



Lorsqu'une valeur propre est multiple, avec un sous espace propre dont la dimension est 
inferieure a cette multiplicite, on doit se poser la question de l'opportunite de reduire le systeme 
d'une equation. 

Considerons une nouvelle fois l'onde particuliere dont le profil etait note (j) ci dessus. La vitesse 
caracteristique associee depend des differents parametres ui,u 2 , -.u N , mais reste une fonction de (j) 
par l'intermediaire des fonctions Uj (</>). On ecrit 

\(<f),x,t..) = A(iti (</>), u 2 ((f>), u N ((/)),x,t, ..) . 

L'onde est vraiment non lineaire lorsque |^ ^ 0, e'est a dire 

± £ uiW) # o . 
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Elle est lineairement degeneree dans le cas contraire. En notant VA = -§^, ■ ■, et R 

le vecteur propre associe, que Ton sait colineaire a (u[, u' 2 , .., u' N ) on a la caracterisation suivante : 

Definition 4.1.2 L'onde est vraiment non lineaire lorsque VA.i?^0. Elle est au contraire 
lineairement degeneree lorsque VX.R = 0. 

La presence des termes sources n'influence ni le caractere hyperbolique, ni la nature des ondes 
(vraiment non lineaire ou lineairement degeneree). Notons simplement cette relation entre S et 
chacun des Sj : 

S j (u 1 ((f>),u 2 ((f>),..,u N ((f>),x,t,..) = u'jty) S((/),x,t, ..) 



L'un des parametres u x , u 2 , .., u N est une variable conservative lorsque l'equation corres- 
pondante 

duj du k 

— + A jk (ui,u 2 ,..,u N ,x,t,..) — + Sj(ui,u 2 ,..,u N ,x,t,..) = 0, 

k=l 

peut engendrer un champ conservatif de source Sj, c'est a dire qu'il existe un potentiel note 
Fj (ui, u 2 , .., u N , x, t, ..) pour lequel cette equation peut aussi s'ecrire 

3u ■ d 

~dt + dx ( F j( u ^ u ^- J u N,x,t,..) + Sj(u 1} u 2 , ..,u N , x, t, ..) = 

avec une eventuelle modification du terme source lorsqu'il y a effectivement une dependance en x. 
On a necessairement, dans ce cas 

A - d Jl 
du k 

et aussi la possibilite d'ecrire la relation de Rankine Hugoniot au niveau d'un choc se propageant 
le long d'une trajectoire x = x(t), c'est a dire 

Fj{u h2 ,u 2j2 , ..,u Nj2 ) ~ Fj(u hl , u 2A , .., u NA ) 



At) 



Ujo ~ Uji 



en notant respectivement (1*1,1,1*2,1, --,^^,1) e t (^1,2,^2,2, --, u n,2) l es valeurs a gauche et a droite du 
choc. 

Le systeme des equations est un systeme conservatif lorsque chacune des variables Uj est 
une variable conservative. Dans ce cas il existe un vecteur de flux note 

F(u u u 2 ,..,u N ) = (F 1 (u 1 ,u 2 ,..,u N ), F 2 (u l ,u 2 ,..,u N ),....,F N (u l ,u 2 ,..,u N )) 

dont la jacobienne est la matrice de flux (Aj k ) ; on l'appelle dans ce cas la jacobienne de flux. 

Lorsqu'un systeme est conservatif, les differentes relations induites par la relation de Rankine- 
Hugoniot doivent correspondre a la meme vitesse du choc. Ceci donne N — 1 relations de com- 
patibility liant les etats situes a gauche et a droite du choc. Ces relations s'ecrivent 

w . , Fj(u lt2l ..,u Nt2 ) - Fj(u 1A , ..,u Ni i) F k {u lfl ,..,u Nfl ) - F k (u 1A , ..u NA ) 

Ujo ~ UjA U k o - U k i 
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Un probleme hyperbolique d'ordre N consiste en la donnee d'un systeme hyperbolique de N 
equations, et d'autant de conditions initiales 

ui{x, 0) = u lfi (x), u 2 {x, 0) = u 2 , (x), ... , u N (x, 0) = u Nfi (x) 

pour initialiser chacun des parametres. 



4.2 L'exemple de reference : l'equation des ondes 

On reprend l'equation des ondes sous sa forme habituelle 

d 2 w 2 d 2 w 

~W = c lh? 

que Ton utilise par exemple pour modeliser les cordes vibrantes, la variable w correspondant alors 
a un deplacement par rapport a une position au repos. Le parametre c > est une constante 
representant la vitesse du son dans le materiau constituant cette corde vibrante. On introduit la 
vitesse v et une contrainte u definies par 

dw dw 
dt ' dx 



et qui sont liees par la relation 
d'ou une premiere equation 



d 2 w dv du 



dx dt dx dt 

du dv 
dt dx 



Une seconde equation s'obtient naturellement en introduisant = || et = — |^ dans 
l'equation des ondes et s'ecrit 

dv 2 du 
dt dx 

Le systeme constitue de ces deux equations est bien de la forme d'un systeme hyperbolique et la 
matrice de flux correspondante est 



A 



1 




„2 



dont les valeurs propres sont Ai = — c et A 2 = +c; ces valeurs propres sont reelles et differentes, et 
done le systeme est bien strictement hyperbolique. 

Considerons maintenant l'equation suivante, qui semble proche de l'equation des ondes, 

d 2 w 2 9 2 w 



+ c z — — = 



dt 2 dx 2 

En procedant comme ci dessus, on obtiendrait le systeme 

du dv dv 2 du 

dt dx dt dx 



113 



dont la matrice de flux est 





A 



c 2 



Les valeurs propres sont ici — ic et ic ou i est l'unite imaginaire de C. Ce systeme n'est pas hyper- 
bolique. 

La transformation de Fourier d'une fonction w e L 2 (R x [0, +oo[) est definie par 

w(£,t) = [ [ e- iTt ~^ x w(x,t) dxdt , 



en notant (£, r) la variable de Fourier. Elle a la propriete interessante de transformer les derivees 
en produit. Ainsi, on a immediatement 

+0 ° dm 

e - iTt -i ix < u dxdt = % j 




dx 



et 

' +0 ° dw 




^—irt—i^x 



dt 



x,t) dxdt = it w(£,t) — e w(x,0) dx 



En procedant a une transformation de Fourier sur l'equation des ondes, on obtient un coefficient de 
la forme 

- r 2 + c 2 e . 

Les equations de la forme r 2 — c 2 ^ 2 = Constante correspondent a des hyperboles dans le plan 
de phase , c'est a dire le plan des (£, t). La meme transformation sur l'autre equation conduit a 
des coefficients de la forme — r 2 — c 2 £ 2 et a des courbes d'equation r 2 + c 2 ^ 2 = Constante, qui 
representent des ellipses dans ce meme plan de phase. 

Cette remarque explique la terminologie "hyperbolique" pour designer les systemes qui nous 
interessent ici. Dans le cas de l'autre equation et pour les memes raisons, il s'agit d'une equation 
elliptique dont l'analyse est tres differente de celle presentee ici. 

L'equation des cables constitue une generalistion non lineaire de l'equation des cordes vi- 
brantes. On note encore w le deplacement d'un cable extensible, tendu (comme un fil electrique 
entre deux poteaux, par exemple) par rapport a une position au repos. Elle s'ecrit 

d 2 w _ d f ,dw 

ou / est une fonction donnee, impaire, strictement croissante et suffisamment reguliere. En pratique, 
/ est de la forme 



/(it) = c u 



1 + a 



(i + a y + u 2 



ou a (> 0) correspond a un coefficient de tension du cable : la longueur initiate l est portee a 
Zo(l + a ) P ar l a tension, et c est un coefficient correspondant aux proprietes mecaniques du cable. 
En posant v = ^ et u = — |^ comme ci dessus, on obtient le systeme 

du ^ dv g dv ^ d _ q 

dt dx dt dx 
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en utilisant le fait que / soit une fonction impaire. Les valeurs propres de la matrice de flux sont 

Ai = - y/T{u) et A 2 = + 



et la stricte hyperbolicite exige que / soit une fonction strictement croissante, ce qui est bien le cas 
ici. 



4.3 Les systemes physiques d'ordre 2 

On considere ici un systeme de deux ondes dont la premiere equation est une equation de trans- 
port d'une quantite q interpreted comme une densite deplacee par un flux m, c'est a dire 

dq dm 
dt dx 

Le systeme modelisant deux ondes, la seconde equation est necessairement de la forme 

dim dvn do 

— + (Ai + A 2 ) AiA 2 -jf- + S(q,m) = , 

dt dx dx 

ou Ai et A 2 sont les valeurs propres de la matrice de flux, indicees de telle facon que l'inegalite 
Ai < A 2 soit toujours assuree. En effet cette matrice de flux est de la forme 



A 

dont les valeurs propres sont 



1 

a f3 



Ai = l - (p - + 4a) , A 2 = l - (p + + 4a) , 

d'ou j3 = Ai + A 2 et a = — AiA 2 . 

Ces valeurs propres sont a priori des fonctions de q et m. En posant 

X l (q,m) + X 2 (q,m) X 2 (q,m) - X 1 (q,m) 
u{q,m) = , c{q,m) = , 

on obtient cette autre ecriture de la seconde equation : 

Notons que la matrice de flux n'est pas diagonalisable lorsque la valeur propre est double, ce qui 
implique que la fonction c = c(q, m) ne peut pas etre nulle. On a toujours c > du fait du choix 
des indices assurant Xi < A 2 . 

Un premier principe physique est celui de l'invariance par changement de repere galileen. 

Ce principe consiste par exemple a exprimer qu'un observateur "fixe", par exemple un pecheur assis 
au bord de l'eau, et un observateur "mobile", par exemple un jogger courant le long de la rive a 
une vitesse a constante, voient exactement la meme chose en ce qui concerne la profondeur d'eau 
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q, mais des flux differents compte tenu de la difference des vitesses. On effectue le changement de 
variables suivant 

y = x + a t , s = t , 

avec a constant, pour connaitre la perception de l'observateur mobile (le jogger). Pour toute quantite 
Q, on a, par ce changement de variable, 

dQ _ dQ t a dQ dQ dQ 
dt ds dy ' dx dy 

Le systeme devient done 

dq dq dm 

ds dy dy 

dm dq . , , . dm 

^A 2 -i + a + A! + A 2 — = . 

ds dy dy 

On observe la modification du flux en m = m + aq, sans modification de la profondeur q. Avec ce 
nouveau flux m, les equations se transforment en 

dq dm 

ds dy 

dm , , . . . dq , , , , dm 

(Ai + a) (A 2 + a) + A : + A 2 + 2a — = 

ds dy dy 

et on remarque que les deux valeurs propres ont ete augmentees de la quantite a. Reprenons les 

quantite u et c definies precedemment par, 

Ai + A 2 A 2 — Ai 

u = , c = 

2 ' 2 

Ainsi, par la transformation precedente, la quantite u est augmentee de la valeur a, et la quantite 
c ne subit aucune variation. On en deduit qu'elle peut ne pas dependre de m, e'est a dire que dans 
certains cas, elle verifiera la condition 

I 1 = »■ 

dm 

En effet, on a, pour tout a, lorsque c ne depend pas de m, 

c(q, m + aq) = c(q, m) 

on encore 

c(q, m + aq) — c(q, m) 
aq 

et le passage a la limite lorsque a tend vers zero donne bien la condition = 0. 

Cette condition n'est cependant pas toujours verifiee par c, par exemple lorsque Ai et A 2 dependent 

de m de telle facon que 

<9A 2 _^ dX l 
dm dm 

et dans ce cas, 

dm ^ ' 

mais reste non modifie par le changement de repere. Ceci permet d'introduire la definition suivante. 
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Definition 4.3.1 Un systeme de la forme 

est invariant par transformation galileenne lorsque 

dc 
dm 



On definit ensuite un systeme physiquement realiste, que Ton veut etre bien representatif 
du caractere physique du modele envisage, de la facon suivante. 

Definition 4.3.2 Un systeme de la forme 

est un systeme physiquement realiste lorsqu'il est invariant par transformation galileenne, 
c'est a dire = 0, de forme conservative et lorsqu'une densite q = correspond toujours a un flux 
m = ( condition de flux nul). 

Cette definition permet de caracteriser une vaste classe de modeles pour lesquels on obtient des 
resultats dont la realite physique est tres pertinente, comme celui-ci. 

Theoreme 4.3.3 Dans un systeme physiquement realiste, on a necessairement 

m 

u = — . 
<1 

Inversement, un systeme conservatif de la forme precedente, verifiant la relation u = y est un 
systeme physiquement realiste. 

Demonstration : Le systeme admettant une forme conservative en les variables q et m, la seconde 
equation correspond a un champ conservatif de source S, et peut s'ecrire 

dm dF ^ _ ^ 
dt dx 

En identifiant avec la forme precedente de l'equation, il vient 

dF 2 2 OF 

— = c -u , — = 2 u , 

oq om 

et en calculant de deux facons differentes tttt-, on obtient 



dqdm ' 

du du dc 

dq dm dm 
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Or le systeme est invariant par transformation galileenne, done J^- = 0, et il reste 

du du 

7T + u 7T~ = ' 
dq dm 

e'est a dire que u est une solution de l'equation de Burgers avec q comme variable devolution et m 
comme variable de position. De plus, on sait qu'elle est portee par une caracteristique passant par 
le point q = 0, m = 0, et done, d'apres le Chapitre 2, cette caracteristique est une droite de pente 
constante u, e'est a dire la droite m = q u, d'ou le resultat. 

Inversement, si m = qu, la condition de flux nul est assuree. Le systeme etant conservatif, on 
retrouve l'equation 

du du dc 

dq dm dm 

Or u = y est solution de l'equation de Burgers, e'est a dire ^ + u §^ = 0, et done, sachant c > 0, on 
en deduit = 0. Le systeme est bien invariant par transformation galileenne. 

On obtient ainsi l'expression de la quantite u, a savoir 

m 

u = — , 
<1 

qui correspond effectivement a une vitesse, et plus precisement la vitesse de la matiere. Ainsi la 
variable m = qu correspond a une quantite de mouvement, et les deux equations du systeme 
correspondent a la conservation de la masse pour la premiere, la conservation de la quantite 
de mouvement pour la seconde. II ne reste plus pour definir un modele physique qu'a donner 
l'expression de c = c(q), qui correspond egalement a une vitesse, a savoir la vitesse du son ou la 
vitesse critique, selon les applications. Pour cela, il peut etre tres utile de calculer l'acceleration 
W ~*~ u fx ' P our obtenir l'equation dynamique 

du du\ _ / ^ 2 dq 



at +u ^) + c(9) & + s(9 ' m) = °- 

En introduisant une variable P = P(q) telle que P'(q) = c(q) 2 , cette equation dynamique prend la 
forme 

f du du\ dP _,. , 
q + + q 1- S(q,m) = 0. 



dt dx J dx 

Cette variable P correspond a une pression. Elle est determined par des mesures experimentales 
dans la plupart des cas, ce qui constitue une loi d'etat. 
On peut maintenant integrer les equations 



dF 2 2 dF 

c 2 -u 2 , — = 2 u 



dq ' dm 

pour obtenir a une constante pres, le flux de m, 



2 

m 



F(q,m) = — + P(q) , 



qui a la dimension d'une energie. 
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4.3.1 Le systeme de Saint- Venant 

II s'agit du modele le plus utilise en hydraulique. La quantite q correspond a la profondeur d'eau, 
et u a sa vitesse, s'agissant d'un modele physiquement realiste. On reprend l'equation dynamique 
precedente, qu'on ecrit sous la forme 

du du c(q) 2 dq S(q,m) 

— + ?/— + + V = . 

at ox q ox q 

On fait maintenant l'hypothese suivante : pour £ = 0, la variation de la vitesse est independante de 
la profondeur. Autrement dit, seule une variation du profil de la surface peut engendrer une mise 
en vitesse. On en deduit que la quantite 

c(a) 2 

RESTE CONSTANTE. 

q 

Cette constante est bien connue, il s'agit de la constante de gravite notee habituellement g, dont 
la valeur en unites MKS est g = 9.81 ms~ 2 a Paris, ou g = 9.806 ms~ 2 a Bordeaux, et, pour etre 
plus precis, 

g = 9.780327 (l + 0.0053 sin 2 (£) - 0.3086 10" 5 z , 
en un point de latitude (f> et d'altitude z. On en deduit l'expression de c(q), 

c(q) = y/gq ■ 

La variable c(q) est homogene a une vitesse, et on l'appelle la vitesse critique. Le nombre 

\u\ 
c(q) 

est appele nombre de Froude, et joue un role comparable au nombre de Mach en hydrodynamique. 
Pour F > 1, le regime est dit torrentiel ou supercritique, et pour F < 1 il est dit fluvial ou 

subcritique. L'hypothese d'independance de la profondeur sur la variation de la vitesse correspond 
effectivement a une limite du modele, liee a la profondeur de l'eau. Pour une profondeur de 100 
metres, par exemple, une onde va progresser de 10 metres environ en une seconde, et pendant ce 
meme temps, il y aura eu au moins 8 interactions avec le fond, la vitesse du son dans l'eau etant 
proche de 1600 metres par seconde. Le modele de Saint- Venant est done tout a fait justifie pour 
une profondeur de cet ordre. Maintenant, pour une profondeur de 1000 metres, il faut compter 1.25 
seconde pour avoir une seule interaction avec le fond, et pendant ce meme temps, une onde aura 
parcouru 124 metres en surface. Le modele n'est plus adapte a ce cas, sauf si la longueur d'onde 
est suffisante pour que plusieurs dizaines d'aller-retours entre le fond et la surface puissent avoir 
lieu. Ainsi, des specialistes des Tsunamis n'hesitent pas a utiliser ce modele sur des profondeurs 
depassant les 4000 metres. En fait les ondes de Tsunamis sont de tres grande longueur d'onde par 
rapport a la profondeur, ce qui justifie ce choix. 

Le modele de Saint- Venant est encore appele "equations shallow water", parce qu'il peut 
aussi etre construit a partir d'une hypothese d'eau "peu profonde", mais cette construction parti- 
culiere impose des hypotheses tres reductrices, qui n'ont pas ete faites ici. 
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4.3.2 Les equations d'Euler en hydrodynamique 



On considere ici un gaz, de densite q et bien entendu de vitesse u, s'agissant d'un modele physique- 
ment realiste. La pression est obtenue par la loi de Boyle Mariotte pour les gaz parfaits, en situation 
isentropique, et correspond a la loi d'etat 

P(q) = K q 1 , 

avec 7 une constante, dite constante adiabatique des gaz. Elle est toujours superieure a un : 
7 > 1. Pour l'atmosphere et des gaz comparables, on prend 7 = 1.4, et quelquefois des valeurs plus 
proches de 7 = 1 pour des gaz plus lourds. Le nombre de mach est defini par 



M 



\u\ 



c(Q) 



Pour M < 1 le regime est subsonique et pour M > 1 il est supersonique. Lorsque la pression 
est exprimee en Pascal, soit 10~ 5 bars, la valeur de la constante K est K = 69259.5, obtenue en 
ecrivant que la densite au sol est de l'ordre de q = 1.3 kg m~ 3 . Bien souvent, dans les exemples 
utilises pour les tests, ces unites sont modifiees pour avoir K = 1. 



4.3.3 Un exemple academique 

On considere le systeme suivant, qui n'a pas d'application particuliere sauf dans quelques problemes 
d'examen (universitaires...), 

dq dm 
dt dx 
dm dm , 9N dq 



avec 



m 

v = — . 
<i 

Le parametre q est suppose positif. Les valeurs propres sont 

Ai = — ~ - \/v 2 + 4q , A 2 = — + - ^v 2 + 4q , 

et done reelles et distinctes, d'ou le systeme est bien strictement hyperbolique. De plus il est conser- 
vatif et verifie la condition de flux nul puisque m = vq est bien nul si q = 0. Cependant, en utilisant 
les notations 

Ai + A2 A2 — Ai 

u = , c = , 

2 2 

on obtient 

3d 3m dc m 

U : 



2 2q dm 2 q 2 ^v 2 + 4q 

La condition d'invariance par transformation galileenne (J^ = 0) n'est pas verifiee, et de fait le 
parametre u est different de v = y, e'est a dire que le flux m ne correspond pas a une quantite de 
mouvement, et finalement ce systeme n'est pas du tout physiquement realiste. 
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4.3.4 Le trafic routier 



On reprend l'exemple traite au niveau d'une equation d'onde, en section 2.3.3, au chapitre 2, c'est 
a dire l'equation de transport avec le flux f(<f>) = (f> Min(v M , g (<!>)), ou <?(</>) est la vitesse maximale 
possible en fonction de la densite du trafic routier <f> et v M la vitesse maximale autorisee. On a vu 
que ce modele n'etait pas vraiment realiste en l'appliquant au demarrage au feu vert, puisqu'il ne 
tient pas compte de l'inertie des vehicules et de certains conducteurs... 

On introduit la vitesse reelle du trafic, note v, toujours inferieure a <?m(0) = Min(vM, g {(/>)), 
puis la quantite 

w = gM{4>) - v , 

qui exprime la reserve de vitesse du trafic ; il s'agit d'un parametre qui reste toujours positif 
ou nul. Le comportement general des conducteurs consiste a chercher a reduire cette reserve de 
vitesse. Pendant une duree At, le conducteur "moyen" va passer d'une position x(t) a une position 
x(t + At) = x(t) + Ax, avec Ax = vAt, en cherchant a s'approcher le plus possible de la vitesse 
maximale gM{<j>)- Ce comportement se traduit par la relation 

w(x(t + At),t + At) = w(x(t),t) - k w(x(t),ty At + At co(At;w), 

ou co(At; w) est un module de continuity, k > et 7 e]0, 1[, les parametres de Taction (freinage ou 
acceleration) qui amene a reduire la reserve de vitesse. Cette relation conduit a l'equation 

dw dw 

m + v dx- = ~ k " ■ 

En posant v = gM(<f>) — w, on obtient un systeme constitue d'une equation de transport 



m + = 



et de l'equation dynamique 



dv dv 

— + (?; + (t>g M {(t>)) -r^ = k {g M {4>) ~ vf 



Ce systeme admet la matrice de flux 



v cp 

v + <t>g' M (<t>) 



dont les valeurs propres sont 

Ai = v + (j) g' M ((j)) , A 2 = v , 

ou g' M ((p) < car gu est decroissante. En introduisant le flux m = (f>v, on obtient le systeme 
hyperbolique 



dd) din din dm dd) ( m 
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On obtient ensuite 



u = + \ ^ 9 ' M ^ ' c = \ foM) > 

pour remarquer que 

dc 
dm 

et que le systeme est invariant par transformation galileenne et satisfait a la condition de flux nul 
(m = v(f>). Pour (f> < (fio avec <f>o telle que «m = di&o), on a <7m(0) = > done u = ^, d'ou d'apres 
le theoreme precedent, le systeme est conservatif (pour < </> ) et physiquement realiste. Ce n'est 
plus le cas lorsque <f> > </> , e'est a dire lorsque le trafic commence a se densifier serieusement, en 
l'occurrence le cas pour lequel la modelisation peut apporter quelque chose d'utile. 

4.3.5 A propos des equations d'ondes (scalaires) 

On considere l'equation d'onde 

en introduisant un nouveau parametre z(x,t) = x. On obtient ainsi l'equation 

- = 

dt 

et comme || = 1 , l'equation en <f> peut aussi s'ecrire 

i + £/<« + w>i-o, 

et on a ainsi ecrit un systeme de deux equations dont la matrice de flux est 

fW s(<i>)\ 

J ' 

de valeurs propres zero et /'(</>)■ Cette operation amene a constater qu'une equation d'onde non 
homogene peut etre transformed en un systeme hyperbolique homogene, dont les vitesses ca- 
racteristiques sont zero et celle de l'equation d'onde. Ainsi, un terme source dans une equation 
induit toujours la vitesse caracteristique "zero". 

On peut aussi reprendre l'equation d'onde, et la mettre sous la forme 
On introduit ensuite une fonction 9 telle 9'(<p) = puis on pose w = 9{4>) + x. Alors w verifie 
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On a obtenu le systeme hyperbolique homogene 
dont la matrice de flux est 

5(0) \ 



.0 fWJ ' 

Les valeurs propres en sont encore /'(</>) et zero. On retrouve cette valeur propre nulle due au terme 
source. 

Une autre operation plus fantaisiste consiste a introduire un parametre q tel que 

dq dcj) 



dt dx 



et de reprendre l'equation d'onde 



On obtient un autre systeme hyperbolique dont la matrice de flux est 

1 

o f'(4 

avec toujours les memes valeurs propres f '(</)) et zero. Cette fois ci le systeme n'est pas devenu 
homogene, mais on a retrouver la forme des systemes dont la premiere equation est une equation 
de transport, pour la densite q ici, par le flux m = <j>. On obtient 

u = \m , c = \ \rm , ( C = i«d 

et done J^- ^ 0. Ce systeme est conservatif, mais n'est pas invariant par transformation galileenne 
et ne respecte pas la condition de flux nul. II n'est done pas physiquement realiste. 

Ces differentes manipulations de l'equation d'onde scalaire semblent a priori un peu fantaisistes. 
Elles peuvent apporter cependant de nouvelles formulations pour lesquelles les conditions de stabilite 
ou de convergence sont parfois tres fortement favorisees et ameliorees, lors de traitements numeriques 
des equations notamment. 

4.4 Les systemes physiquement realistes a trois ondes 

Reprenons l'expression generale d'un systeme physiquement realiste utilisant l'equation de trans- 
port : 

at + & M = °' 



et l'equation dynamique 



' du du\ dP _,. . 
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avec P'(q) = c 2 (q) et u = — . 

On calcule revolution du terme de pression entre une position x(t) a l'instant t et une position 
x(t + At) = x(t) + Ax a un instant ulterieur t + At, avec Ax = uAt. On obtient au second ordre 
pres : 

1 irtl I a. , A j.\ _i\ n/ „f \2 f 3*1 9q\ x2® U 



At (P [x (t + M),t)-P( x (t),t)) = _ + „_ = c(q) ^- + u-) = - q c (q y gx , 

ce qui constitue une troisieme equation, appelee equation de pression : 

OP dP , , 2 du 

!H +U 3x- + qc{q) & = - 

Le systeme des trois equations de transport, dynamique et de pression sera appele systeme phy- 
siquement realiste d'ordre 3. Exprime en utilisant les variables q,u,P, il admet pour matrice 
de flux 

u q 
u 
q c(q) 2 

dont le polynome caracteristique est (u — X) ((u — A) 2 — c(q) 2 ) d'ou les trois valeurs propres, indicees 
en ordre croissant, 

Xi = u — c , A 2 = u , A 3 = u + c . 

Remarquons que nous n'avons absolument pas ajoute une equation supplementaire, mais seulement 
transforme une loi d'etat "algebrique" en une nouvelle equation d'onde. 

On a VAi = (— c'(q), 1,0) et le vecteur propre associe R\ = (q, —c(q), qc(q) 2 ) d'ou 

VAi.i?! = -qc'(q)-c(q) , 

et on obtient que sauf dans le cas ou q c(q) = Constante, la valeur propre Xi correspond a une 
onde vraiment non lineaire. 

De facon analogue pour A 3 , on a VA 3 = (c'(q), 1, 0) et R 3 = (q, c(q), qc{q) 2 ) ,d'ou 

VAa.^a = qc'(q) + c(q) , 

et on obtient encore que sauf dans le cas ou q c(q) = Constante, la valeur propre A 3 correspond 
a une onde vraiment non lineaire. 

La valeur propre A 2 se comporte differemment : VA 2 = (0, 1, 0) et R 2 = (1, 0, 0) si bien que 

VA2..R2 = , 

et l'onde correspondante est lineairement degeneree ; elle peut etre discontinue et representer un 
choc qui se deplace a la vitesse u. Cette onde est appelee une discontinuity de contact, et 
s'agissant d'un lieu ou les caracteristiques ne se rencontrent pas, et ne divergent pas non plus, on 
a necessairement la meme valeur de u de part et d'autre de la discontinuite de contact. Ensuite, 
en reprenant le resultat du theoreme 2.5.4, le champ (m, F) etant un champ conservatif, on etablit 
que la pression est egalement continue le long de cette discontinuite. On obtient ainsi le resultat 
suivant : 
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Theoreme 4.4.1 Pour un systeme physiquement realiste d'ordre 3, la vitesse et la pression restent 
continues le long des discontinuity de contact. Seule la densite q est discontinue. 

Remarque 4.4.2 Le produit qc(q) est appele impedance acoustique. II s'agit en general d'une 
fonction strictement croissante de q, ce qui evite V apparition d'ondes lineairement degenerees de 
vitesses \\ = u — c ou A 3 = u + c. 

En fait, sans rien avoir ajoute, seulement transforme une loi d'etat en une nouvelle equation, 
nous avons "relaxe" le modele, en autorisant des discontinuity sur la densite qui n'etaient pas 
possibles dans la version d'ordre deux. Un loi d'etat "algebrique" peut ainsi etre transformed en 
une equation supplementaire, en creant done une onde supplementaire. 



4.4.1 Application a l'hydrodynamique 

L'equation de transport et l'equation dynamique conservent les memes expressions. L'equation de 
pression peut etre precisee. En effet, puisque P = Kq 1 , avec K constant, on a 

dP 

q c (q) 2 = q — = 7 K q 1 = 7 P , 
d'ou une nouvelle ecriture de l'equation de pression : 

dP u 3P P dU ~ 

dt dx ^ dx 

On constate qu'il ne reste plus qu'une seule information provenant de la loi d'etat, e'est la constante 
adiabatique 7. On peut done envisager la prise en compte de lois d'etat plus generates, par exemple 
la loi de Boyle-Marriotte 

P = (7 - 1) q I, 

ou / est appelee l'energie interne (par unite de masse), que Ton peut assimiler a la temperature 
absolue, en degres Kelvin, a une constant multiplicative pres. On peut maintenant en deduire une 
equation sur la variable ql, e'est a dire l'energie interne par unite de volume. II suffit en effet de 
diviser l'equation de pression par 7 — 1. On obtient : 

On considere maintenant l'energie cinetique \ q u 2 , dont on recherche l'equation devolution, 
comme on l'a fait pour obtenir l'equation de pression. On calcule 

d ( u 2 \ d ( u 2 \ u 2 ( dq dq\ f du du\ u 2 du dP 

a-t[ q Y) +u Yx\ q Y) = T [m +u dx-) + qu [m +u dx-) = ~ q YYx ~ 

en utilisant l'equation de transport et l'equation dynamique. On l'ajoute a l'equation precedente, 
pour obtenir, en posant 

E = q (- + I 



125 



qui represente l'energie totale, l'equation suivante, 

dE dE u 2 du dP 7 ^ du 

dt dx q 2 dx dx 7 — 1 dx 

En remarquant que = ^zr + 1 j done zry-P = ql + P , on obtient 

dE dE du dP du 

-t; 1- u — \- E \- u — + P — = , 

dt dx dx dx dx 

et finalement, en regroupant les termes, on arrive a l'equation de conservation de l'energie 
totale 

dE d 

_ + - WB + j>)) = o. 

Le champ (E, u(E + P)) est un champ conservatif, et on a etabli le resultat suivant : 

Theoreme 4.4.3 Un systeme physiquement realiste d'ordre 3 est conservatif et assure la conser- 
vation de l'energie totale. 

Comme on l'a remarque plusieurs fois, la relaxation qui a consiste a remplacer la loi d'etat par une 
nouvelle equation a permis d'assurer la conservation de l'energie totale, ce qui n'etait pas le cas a 
priori pour le systeme de deux equations. On a ensuite "oublie" cette loi d'etat, qu'il convient done 
de rajouter a la donnee des trois equations. Le resultat precedent est general, et s'applique meme 
en dehors de l'hydrodynamique. 

4.4.2 Application a l'hydraulique 

En notant q la hauteur d'eau et u la vitesse, on a etabli le modele de Saint- Venant en Section 3.3.1, 
e'est a dire l'equation de transport 

dq d . , 

m + Yx {qu) = °' 

et l'equation dynamique 

/ du du\ dq _,. , 

q \m +u di) + 9q Yx + = °- 

En faisant un rapprochement avec la demarche precedente en hydrodynamique, on est amene a 
definir une pression 

q 2 

P(Q) = 9 \ , 

et une energie interne 

1 = 9 h 

qu'on peut interpreter comme une energie potentielle, de facon a avoir 

P = (7-1)?/, 
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avec necessairemet 7 = 2, done plus simplement P = ql. 

On remarque qu'une equation pour / s'obtient immediatement en multipliant l'equation de 
transport par la constante | : 

Tout se passe comme si on ecrivait deux fois la premiere equation, et pourtant, on va obtenir une 
relaxation du systeme, comme pour l'etude precedente, par une equation de pression : 

dP dP du 

dt dx dx 

L'equation de conservation d'energie s'en deduit de la meme facon : 

_ + _(„( B + J>))=0, 

avec E = q^- + P = q(^^- + I^j. Cette formulation a l'ordre 3 est quelquefois tres utile pour 
construire la solution explicite dans certains cas, par exemple pour obtenir un ressaut hydraulique 
en amont d'un pont en charge sur une riviere en crue. Ce ressaut, qui est une discontinuity de 
contact, le plus souvent stationnaire, se voit reellement sur la riviere, mais ne peut pas etre calcule 
par le modele de Saint- Venant a deux equations. 



4.5 Resolution des systemes hyperboliques homogenes 

On s'interesse d'abors aux systemes physiquement realistes homogenes de la forme 
ou 

771 

u = — , c(q) > . 

q 

On cherche a expliciter le profil des ondes, bien entendu en dehors du cas trivial ou ce profil est 
completement plat. On suppose a priori que || ou || est non nul. Dans un premier temps, on cherche 
a revenir a deux equations scalaires non couplees, ce qui n'est pas toujours possible dans les cas non 
lineaires, mais on va se rendre compte qu'on pourra reduire suffisamment ce couplage pour parvenir 
a nos fins. Le systeme etant d'ordre deux, avec deux ondes vraiment non lineaires, on s'attend a 
deux types d'ondes : des ondes regulieres aussi appelees detentes ou ondes de rarefaction, et 
des ondes de choc. On commence par la recherche d'ondes de rarefaction. 

4.5.1 Le decouplage 

On propose de representer par q le profil de l'onde de rarefaction, en ecrivant que le profil en m va 
s'en deduire par une relation de la forme 

m = m(q) . 
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On cherche a expliciter cette fonction m(q). En reportant dans les deux equations du systeme, on 
obtient deux equations d'ondes, portant toutes les deux sur le profil q : 

|w (f ,|-o, ^)(| + »|) + ««>•-*) *-o . 

Ces deux equations peuvent aussi s'ecrire sous la forme vectorielle : 

( 1 rn'(q) \ ( % \ = ( 0\ 

\m'{q) 2um'(q) + c(q) 2 -u 2 J J " \0 J " 

On a fait l'hypothese a priori que soit ||, soit || est non nul, et il faut done que la matrice ci dessus 
soit singuliere (determinant nul) ce qui se traduit par 

2um'(q) + c(qf - u 2 - m' (q) 2 = , 

ou encore 

(m'(q) - uf = c(q) 2 , 

que Ton scinde en deux equations : 

m'(q) = u — c(q) ou m'(q) = u + c(q) , 

chacune correspondant a une onde, la premiere de vitesse \± = u — c(q) et la seconde de vitesse 
A 2 = u + c(q). 

On considere d'abord la premiere equation ou on remplace u par , pour obtenir l'equation 
differentielle 

if n m (<l) f N 

™> w - — — = - c w ■ 

La solution generate de l'equation homogene est donnee par 

m(q) = Aq , 

ou A est une constante, puis par la methode de variation de cette constante, on obtient 

= " °-f ■ 

On introduit la quantite 




pour une valeur de reference q$ fixe (par exemple q$ = 0, mais il peut etre plus interessant d'en 
choisir une autre selon les cas particuliers des applications). On obtient 

A(q) = R - H(q) , 

ou R est une constante, puis 

m(q) = q ( R — H(q) ) ou u(q) = R — H(q) . 
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Dans l'autre cas, pour l'onde de vitesse X 2 = u + c, on obtiendra 

u(q) = Q + H(q) , 

ou Q est une autre constante d'integration. 

On a finalement obtenu deux equations d'ondes, 

! + (*-*(,)-„(,))! = „, 

de vitesse caracteristique \± = u — c, et 

g + « + *(,) + „(,)) | = 0, 

de vitesse A 2 = u + c. 

Ces deux ondes sont vraiment non lineaires, bien entendu, et dans chaque cas, on en deduit 
m(q) par les relations 

m(q) = q (R — H(q)) et m{q) = q (Q + H(q)) , 

respectivement. Cependant on ne dispose pas encore d'elements pour determiner les constantes R 
et Q, ce qui reduit la portee de cette premiere partie de l'etude, pour le moment. 



4.5.2 Les invariants de Riemann 

La question qui se pose maintenant est celle de la determination des constantes R et Q. Paradoxale- 
ment, on va commencer par oublier qu'il s'agit de constantes, et les interpreter comme des fonctions 
de q et m. Ainsi, on considere les deux expressions 

in in 
R(q,m) = — +H(q) , Q(q,m) = — - H(q) , 



toujours avec 

J/® = r cW 

J Of 



1-10 



d9 



On commence par etudier la quantite R(q,m). On calcule 

OR 1 dm ( c(q) m\ dq ( c(q) m\ dm u 2 — c(q) 2 dq 



dt q dt \ q q 2 J dt \ q q 2 J dx q dx 

et 

dR 1 dm { c(q) m\ dq 



dx q dx \ q q 2 J dx 
puis on evalue + + c ) ff , pour trouver tout simplement 

dR . . dR 

m +{u + c) dx- = °- 
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On a etabli que R verifie une equation d'onde homogene de vitesse caracteristique A 2 = u + c, 
bien qu'il ait ete obtenu a partir d'une equation d'onde de vitesse \\ = u — c, ce qui peut sembler 
surprenant au premier abord. En fait, cette quantite R, portee par une catacteristique de vitesse 
A2 = u + c, va traverser toutes les caracteristiques de vitesse Ai = u — c, et apporter la valeur de la 
constante R qui nous manquait dans l'etude precedente pour resoudre l'equation d'onde 

! + (*-*(,)-„(,))! = „, 

de vitesse caracteristique Ai = u — c. 

De la meme facon, la quantite Q(q, m) est solution de l'equation d'onde 

dQ ( . dQ 

Cette quantite Q , portee par une catacteristique de vitesse \i = u — c, va traverser toutes les 
caracteristiques de vitesse A2 = u + c, et apporter la valeur de la constante Q qui nous manquait 
dans l'etude precedente pour resoudre l'equation d'onde 

de vitesse A 2 = u + c. 

La connaissance de R et Q va ainsi permettre de calculer explicitement des solutions regulieres. 
Definition 4.5.1 Les quantites R et Q definies par 

R = j + H(q) , Q = j - H(q) 

sont appeles les invariants de Riemann associes au systeme 

d <l , dm n dm o dm , / 2 2\ d( l n „i/ \ c (?) 



Rappelons que l'invariant R est deplace a la vitesse A 2 = u + c pour imposer la valeur de la 
constante intervenant dans l'onde de vitesse Ai = u — c, et de facon analogue, l'invariant Q est 
deplace a la vitesse \± = u — c pour imposer la valeur de la constante intervenant dans l'onde de 
vitesse A 2 = u + c. 
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4.5.3 Un exemple : la rupture d'un barrage sur un fond plat 

On reprend les equations de Saint- Venant, ou q correspond a la profondeur de l'eau, et m au debit, 
puis u = y a la vitesse. On a 



H(q) = J* C -^d6 = 2^g~q = 2 c(q) 



et les invariants sont 



jjj jjj, 
R = — + H(q) = u + 2 c(q) , Q = — - H{q) = u - 2 c(q) . 

On suppose que les etats avant la rupture du barrage sont les suivants : le sol est plat et la friction 
est nulle, d'ou S(q, m) = 0, la hauteur d'eau dans la retenue est Ho, en amont du barrage, et le sol 
est sec en aval du barrage. On note par x = la position du barrage. La donnee initiate est ainsi la 
suivante 

Hq si x < (amont) 
si x > (aval) 



q(x,0) 

L'eau est initialement au repos : 



u(x,0) = . 

La rupture a lieu a l'instant t = 0, et on s'attend a voir une onde de vidange remonter la retenue, 
pour alimenter une onde qui se propage vers l'aval. Cette onde de vidange est de vitesse \± = u — c, 
parce que sa vitesse est negative, avec u = au depart, et sa premiere caracteristique est de vitesse 
— y/ gHo , car a ce niveau, u = et q = Hq. 

On a R constant, done u = R — 2c(q), et Ai = u — c = R — 3c. Par ailleurs, comme m'(q) est une 
solution de l'equation de Burgers issue de x = en t = (voir Section 2.3.4), on a necessairement 

m'(q) = X - ( = R-3c(q)). 

On en deduit 

Q=-(R- -) 2 . 

Sachant R constant, on obtient sa valeur en faisant q = Hq et x = —t^gH^. On obtient 

R = 2 y/glfo . 



Par ailleurs, on a q = lorsque q = Rt = 2ty/gHo qui exprime que la premiere goutte d'eau avance 
a la vitesse 2yJgH Q . On obtient le profil suivant 



{Hq si x < —ty/hHo 

^(2vOT-f) 2 si -ty/glT <x<2ty/gir 
si x > 2ty/gH 

et on observe qu'au niveau du barrage, la hauteur de l'inondation se limite a 
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30.00 




La figure precedente montre la rupture d'un barrage dont la retenue est profonde de 20 metres. 
On a ^/gH Q ~ 14m s~ l et l'onde frontale se deplace a la vitesse 2i/(/i? ~ 28 m s -1 , soit environ 
100 km h~ x . La hauteur maximale est atteinte au passage du barrage, et vaut q x = 8.888 m. Cette 
etude sommaire apporte deux informations utiles : la vitesse du front et la hauteur maximale de 
la vague, qui peuvent etre utiles pour la conception d'un plan d'evacuation des populations situees 
dans la zone de danger, ou d'un plan d'occupation des sols, pour delivrer des permis de construire. 
L'hypothese de sol plat est cependant peu realiste, les barrages se trouvant en general dans les zones 
de montagne. De plus la zone en aval n'est pas seche en general, il y coule une riviere, et nous le 
verrons dans le paragaphe suivant, le profil de la vague est tres different. La presente etude n'est 
pas inutile pour autant, car elle apporte des informations dites "majorantes" , qui signifie que les 
risques restent en deca de ces chiffres : l'eau n'ira ni plus haut, ni plus vite. 



4.6 Les ondes de choc 

4.6.1 L'exploitation des relations de Rankine-Hugoniot 

On considere un systeme physiquement realiste, dont la solution comporte une discontinuity, c'est 
a dire un choc. On repere par l'indice " 2 " les donnees a droite de ce choc, et par l'indice "i" les 
donnees a gauche de ce meme choc. La trajectoire du choc est representee par une courbe d'equation 
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x = x(t) dans le plan physique. L'equation de conservation de la masse 

dq dm 
dt dx 

impose la relation de Rankine Hugoniot 

x '(t) (<l2 ~ 5i) = m 2 -m 1 . 

L'equation dynamique admet la forme conservative 

dvn d F m? 
-T- + -TT- + S(q,m) = , avecF(q,m) = — + P(q) 
dt ox q 

qui impose de son cote la relation de Rankine -Hugoniot 

x'(t) (m 2 - mi) = F 2 - F 1 . 
S'agissant de la meme trajectoire de choc, ces deux relations induisent la relation de compatibilite 

- qi) (F 2 - Fi) = {m 2 -mif 
qui se developpe, compte tenu de l'expression de F en 

Q 2 u\ ~ q\qi (uj + u\) + q\u\ + (P 2 - Pi) (q 2 - q x ) = q\v? 2 - 2q 1 q 2 u 1 u 2 + q\u\ 
dont il ne reste que 

qiq 2 {u 2 - Uxf = {P 2 ~ P\) {q 2 ~ q\) 

apres simplifications. 

Or P(q) est une fonction croissante de q (on a P'(q) = c(q) 2 ), ce qui permet d'introduire 



Z(qi,q 2 ) 



1 P2-P1 



q\qi q2 - qi 



qui correspond a une approximation du rapport 

H(q 2 ) - H( qi ) 
52-5i 

de facon a obtenir deux cas possibles, appelees conditions de compatibilite : 

u 2 -u x = Z(q 1 ,q 2 ) (52-51) 

et 

u 2 -u x = -Z(q 1 ,q 2 ) (52-51) • 

Notons que Z(qi,q 2 ) = Z(q 2 ,qi), cette expression est symetrique. On obtient les deux vitesses de 
choc en partant de : 

m 2 -m 1 u 1 + u 2 52 + 51 u 2 -u x 

x it) = = + 

52-5i 2 2 q 2 - qi 
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c'est a dire 

x'(t) 

ou 

x'(t) 

On retient le resultat suivant. 

Proposition 4.6.1 Pour un choc de vitesse u — c, les sauts Au = u 2 — u\ et Aq = q% — q\ sont de 
signes contraires. Pour un choc de vitesse u + c, ces sauts Au et Aq sont de mimes signes. De plus 
le produit AuAq n'est jamais nul sur un choc. 

4.6.2 Retour a la rupture de barrage 

On reprend l'exemple de la rupture d'un barrage sur fond plat, avec les memes notations, mais en 
supposant que le sol n'est pas sec en aval, et qu'une petite hauteur d'eau residuelle ho y est presente, 
et de vitesse nulle. 



ui + u 2 . ,q2 + Qi 

Z( qi ,q 2 ) — ~ u-c 

ui + u 2 . ,g2 + 9i 

h Z(qi,q 2 ) — ~ u + c. 




D'apres la proposition precedente, il n'est pas possible d'envisager une onde continue consistant 
a raccorder le profil de l'onde de vidange avec le nouveau profil en aval q = ho. II y aurait en effet 
une discontinuity de la vitesse u, done Au^O, ce qui implique une discontinuite sur q, c'est a dire 
Ag^O. II y a done necessairement un choc qui precede l'onde de vidange, et il devra etre de vitesse 
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u + c. Le raccordement entre cette onde de choc et l'onde de vidange que nous connaissons deja se 
fera par un etat intermediate constant que Ton note {q x ,m x ) et on pose u* = , comme dans la 
figure ci contre. On commence par determiner cet etat constant. II realise une valeur possible de 
l'onde de vidange, done 

?/* + 2c* = R = 2\/gH 

en notant c* = ^gq x , et on doit aussi pouvoir le connecter a l'etat en aval q 2 = ho, u 2 = par une 
onde de choc de vitesse u + c, d'ou, en utilisant le coefficient Z(qi, q 2 ) introduit plus haut, et qui se 
reduit ici a : 

7( x / gi + g2 
V 2 ?lg2 

on obtient 

u x = Z(q*, h Q ) (q* - h Q ) . 

On vient d'ecrire un systeme de deux equations liant u x et q x , et il est immediat d'eliminer u x pour 
obtenir une seule equation pour qui s'ecrit 



Z(q*,h ) (q* - h ) = 2^/gH - 2^/gq^ . 

On pose 

K(q) = Z(q,h )(q-h ) - 2y/glf +2^, 

et on cherche q x racine de K(q) comprise entre ho et Hq. On remarque que pour q = Hq, on a 
K(H ) = Z(H , h Q ) (H - ho) > , et pour q = h , on a K(h ) = 2^/gh^ - 2 y / gH < d'ou 
l'existence d'une racine q x (unique, on verifie que K est decroissante strictement) situee entre h et 
Ho, qui peut etre obtenus aisement par un procede de dichotomie. 

Dans l'exemple presente ci-dessus, on a pris H = 20 metres et h = 0.3 metre. On obtient 
q* ~ 4 metres, et une vitesse du front de vague, ici le choc, egale a 15.5 ms~ l , soit 55.7 km/heure . 
On constate que par rapport au sol sec, la vitesse du front de vague a fortement diminue, passant 
de 100 a 60 km/heure, ce qui laisse plus de temps pour l'evacuation des populations. Par contre 
la hauteur d'eau augmente instantanement, et non plus progressivement, pour atteindre 4 m. La 
vitesse atteint la valeur de 16.7 ms~ l soit 60 km/heure, ce qui est tres important et peut provoquer 
de nombreux degats dus a la surprise d'eventuelles victimes et a la quantite d'energie apportee. 

Une erreur classique... 

Elle consiste a reprendre l'equation dynamique du systeme de Saint- Venant, sur un sol plat, 

(du du dq\ 

dt dx ® dx ) 

et a simplifier par q. II reste l'equation 

du du dq 

dt dx ^ dx ' 

qui peut s'interpreter comme une loi de conservation. On a en effet 

du d ( u 2 \ 

m + si [j + m ) = 
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qui exprime que le champ (u, \u 2 + gq) est un champ conservatif. On peut done aussi en extraire 
une relation de Rankine Hugoniot qui, combinee avec celle obtenue a partir de l'equation de conser- 
vation de la masse, donne une condition de compatibility differente de la precedente. Les chocs se 
propagent a des vitesses differentes, et surtout cette interpretation autorise des chocs (compatibles 
avec la condition d'entropie !) sur un sol sec, au lieu de la solution reguliere qui a ete construite 
precedemment, comme le montre la figure ci-contre. 




La hauteur de la vague frontale est egale a 

(3 + 2^) H ° 

et sa vitesse est 

V 3 + 2^2 ' 

Dans notre exemple, cette hauteur est egale a 6.863 metres et la vitesse est egale a 11.6 m s -1 , soit 
41.77 km/heure. Pour l'onde reguliere, la hauteur de vague augmentait progressivement a partir 
du sol, avec une vitesse egale a 2\JgH , soit 28 m s -1 ou 100.85 km/heure, ce qui constitue des 
resultats tres differents, dont l'interpretation peut etre erronee, avec des consequences tres graves 
si par exemple le modele en (q, u) etait utilise pour prevoir un plan d'evacuation des populations. 

Sur le plan strictement mathematique, on retrouve les problemes poses par la multiplication 
des impulsions, et surtout on dispose d'un exemple de non-unicite de la solution dans le dernier 
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cas (en (q,u)). Ce probleme ne peut pas apparaitre dans le cas conventionnel (en (q,m = qu)) car 
un choc sur sol sec est impossible a realiser, le facteur Z(qi,q 2 ) devenant infinie. 



4.6.3 Choc ou onde de rarefaction ? 

On considere un systeme physiquement realiste homogene 

dq dm ^ dm ^ dm , 2 2 , dq ^ 
dt dx ' dt dx dx 

dont l'impedance acoustique q c(q) est une fonction strictement croissante de q. On s'interesse a 
une onde de rarefaction de vitesse X\ = u — c. D'apres le paragraphe 3.5.1, en utilisant l'invariant 
de Riemann R = u + H(q), cette onde est representee par l'equation 

! + (*-*(,)-„(,))! = „, 

ou la vitesse R — H(q) — c(q) peut s'interpreter comme la derivee d'un flux f(q). On sait que la 
possibility d'une onde de rarefaction est liee a la convexite ou a la concavite de ce flux. On calcule 
done 

f"(q) = -H'(q)-c'(q) = - 1 - ±(qc(q)) < 0, 

en utilisant l'hypothese d'impedance acoustique strictement croissante. On note que le flux est 
concave, et on en deduit qu'une onde de rarefaction doit etre decroissante, et done seuls des chocs 
croissants sont autorises (Proposion 2.5.8). 

De la meme facon, pour une onde de rarefaction de vitesse X 2 = u + c, la vitesse s'ecrit Q + 
H(q) + c(q) et le flux correspondant est tel que 

f"(q) = H'(q)+c'(q) = I ±{qc{q)) >0, 

d'apres l'hypothese de croissance de l'impedance acoustique. Ce flux est convexe et une onde de 
rarefaction doit etre croissante, et done que seuls des chocs decroissants sont autorises (Proposion 
2.5.8). On a etabli le resultat suivant. 

Theoreme 4.6.2 Pour un systeme physiquement realiste, homogene, d'impedance acoustique stric- 
tement croissante, les ondes de rarefaction de vitesse X\ = u — c sont toujours decroissantes et les 
ondes de rarefaction de vitesse A 2 = u + c sont toujours croissantes. De plus les ondes de choc de 
vitesse \ x = u — c sont toujours croissantes et les ondes de choc de vitesse A 2 = u + c sont toujours 
decroissantes. 



Remarque 4.6.3 Le resultat du theoreme precedent sur les chocs reste vrai dans le cas non ho- 
mogene. En ce qui concerne les ondes de rarefaction, la presence du terme source modifie completement 
la situation, les invariants de Riemann n'etant plus des constantes (et, evidemment, on ne doit plus 
les appeler des invariants !). 
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4.6.4 Le tube a choc de Sod 

II s'agit d'un cas test academique utilise par les ingenieurs en calcul scientifique pour valider et 
evaluer la qualite des schemas numeriques adaptes aux equations de 1'hydrodynamique : 

dq dm dm d ( m 2 , \ 

i + & = • w + &(t +p(<,) J = °- 

7 — 1 

avec P(q) = q 1 , 7 = 1.4, done c(q) = yfq q^~, et les donnees initiales 



1.200- 
0.983- 



0.550- 
0.333- 



1 0.8 0.6 0.4 0.2 


TUBE A CHOC DE SOD 

q-^0.37918 DenSiteS 




i 









-1.0 -0.6 -0.2 0.2 0.6 1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0 




u*=1.043 



0.4 0.6 0.8 



-0.6 -0.2 0.2 0.6 1.0 1.4 1.8 2.2 2.6 3.0 



Le point xq correspond a la position d'une membrane separant deux zones, l'une de haute 
pression a gauche, et l'autre de basse pression a droite. Dans chacune des deux zones le gaz est 
initialement au repos (vitesse nulle). On provoque une rupture de la membrane, et on doit observer 
une onde de choc qui progresse dans la zone de basse pression {x > x } avec une vitesse positive, et 
une onde de rarefaction qui remonte la zone de haute pression {x < x^} avec une vitesse negative. 
Entre ces deux ondes s'etablit un etat intermediaire constant (q*,u*) que nous allons evaluer, en 
fonction des donnees q g et q^. 
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L'onde de rarefaction est decrite par l'invariant de Riemann 



R = u + H(q) 

ou 

«0) Jfl _ nr. I" M ^ g ^ 



H( q ) = j q c -f- de = ^ jT e 2 ^ de 



7 

La connexion avec l'etat initial q = q g , u = impose 

7 - 1 

d'ou 

2 \/7 ( ^ 
u = — — ' " " 



(ft 2 -g^*) 



7 

au niveau de l'onde de rarefaction. Comme l'etat intermediaire (q*,u*) est realise a l'extremite de 
l'onde, on a necessairement : 

2^ / 2=1 



u 



-y (ft 2 - 9 2 J • 



7 

De l'autre cote, au niveau du choc, on ecrit la relation de Rankine Hugoniot liant l'etat intermediaire 
(q*, u*) a l'etat dans la zone de basse pression (q d , 0), c'est a dire 

u* = Z(q*,q d )(q* - q d ) 

avec 

z(q%qi) = J±?Lz&. 

V Q Qd Q ~ Qd 

Ces deux dernieres equations caracterisent l'etat intermediaire. En posant 

2\/7 / 7-1 \ 

®(0) = -^Zj{Q9 2 -Q 2 ) - Z(q,q d )(q- q d ) , 

on remarque que $ est une fonction continue, decroissante de q sur l'intervalle [qd, q g ] et verifie 
$(ft) < , $(ft) > , et il existe bien une valeur intermediaire q* telle que $(</*) = . On obtient 
ensuite la valeur de u* par l'une ou l'autre des equations. Pour calculer effectivement la valeur de 
q* une methode de dichotomie est parfaitement adaptee. La vitesse du choc est obtenue par une 
relation de Rankine Hugoniot, par exemple 

At) q * u * 



Q ~ Qd 



On obtient enfin les valeurs explicites de l'onde de detente en utilisant la technique des caracteristiques, 
qui assure que la vitesse d'onde (ici u — c) est solution de l'equation de Burgers dans le cas homogene, 
ce qui se traduit ici par 

'2yfl ( 7-1 \ ,-1=1 X - X 

u — c — ' ' " - " ' 1 



7 / 2=1 7-1 \ 7-1 

7-T K ~ q 2 ) ~ ^ q 2 t 
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d'ou 



pour 



q{x,t) 



7 



^7(7 + 1) V7-1 



x 



x 



- c (Qg) < 



x 



x 



t 



u 



Dans l'exemple du tube a choc de Sod, c'est a dire pour q g = 1, q d = 0.125, on obtient u* = 1.043, 
q* = 0.37918 et la vitesse de choc x'(t) = 1.556. Au niveau de l'etat intermediate on note que 
la vitesse du son est c(q*) = 0.974615, legerement inferieure a la vitesse u*, ce regime est done 
supersonique, le nombre de Mach valant 1.07. La figure precedente montre les courbes de densite 
et de vitesse pour cinq valeurs du temps t = 0.2, 0.4, 0.6, 0.8 et 1. Le caractere supersonique se 
traduit par un leger debordement de l'onde de rarefaction dans la zone {x > xq}. 



4.6.5 Courbes de chocs et invariants 

On reste dans le cadre d'un systeme physiquement realiste, a impedance acoustique croissante, et 
on veut comparer les ondes de chocs et de rarefaction de vitesse A 2 = u + c, dont l'etat a droite est 
note (qd,m<i = uaqd)- Pour que le choc soit compatible avec la condition d'entropie, on doit avoir 
q > qd- Et pour q < qd une onde de rarefaction est bien entendue attendue. On considere cependant, 
dans le plan de phase (q,m), la courbe representee par l'invariant 

u-H(q) = Q(q d ,Ud) = u d - H(q d ) . 

On ecrit cette courbe sous la forme 

r c(0) 

u = u d + H(q) - H(q d ) = u d + -^d9 . 

Nous allons utiliser l'inegalite de Cauchy-Schwarz qui s'ecrit, pour toutes fonctions / et g de 
carre integrable sur [qd, q] , 



f q f(9) g(9) d9 < J [ q f(9)*d0 J f g(d) 

J qd V qd V qd 



2 d6 



Nous l'appliquons ici pour qd > 0, g(9) = c(9) et f(9) = |, qui sont bien de carre integrable sur 
tout intervalle [qd,q], pourvu que qd soit strictement positif, ce que nous avons justement suppose. 
Nous avons ici 



et 



On a done 



rq rq i 

L m2 » = L* 

-q pq 



2 d9 



1 _^ g ~ Qd 
0\q d ~ Q Qd 



f g(9fd9 = fc{9fd9 = P(q) - P(q d ) . 
Jgd Jgd 



gd 



C M d0 < ^ P ( 9 ) _ P{qd ) = Z (q, q d ) (q - q d ) 

V V Q Qd 



On en deduit le resultat suivant, en rappelant que la courbe d'equation u = Ud + Z(q, qd) (q — qd) 
represente les chocs possibles (on l'appellera la courbe d'Hugoniot). 
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Theoreme 4.6.4 Pour un systeme physiquement realiste, d 'impedance croissante, la courbe de 
choc, ou courbe d'Hugoniot majore la courbe representant /'invariant de Riemann, pour une 
onde de vitesse A 2 = u + c. Elle la minore pour une onde de vitesse \\ = u — c. De plus ces deux 
courbes coincident au point (q d , m d ) ou elles sont tangentes, et toutes les deux convexes si elles sont 
representees dans le plan de phase (q, m), pour la vitesse A 2 = u + c ou toutes les deux concaves 
pour I'onde de vitesse \ x = u — c. 

Demonstration. L'inegalite de Cauchy-Schwarz a permis de classer les deux courbes sur l'intervalle 
[q d ,q], le seul cas possible pour les chocs compatibles avec la condition d'entropie. II est immediat 
que les deux courbes coincident en (q d , m d ) • H reste a montrer qu'elles sont tangentes. Pour la 
courbe d'Hugoniot, on a 

m-m d u d (q-q d ) 

= 1- q Z(q, q d ) = u d + q Z(q, q d ) , 

q-qd q-qd 

et il reste a faire tendre q vers q d en conservant q > q d . Or Z(q, q d ) tend vers 



' P'(qd) c[q^_ 

et on en deduit immediatement que la tangente est egale a u d + c(q d ) c'est a dire A 2 . La pente de 
la courbe representee par l'invariant de Riemann est egale a 

m'(q d ) = u d + q d H'(q d ) = u d + c(q d ) 

egalement. On obtient, en derivant une seconde fois, 

m"(q) = 2H'(q) + q H"(q) = i (qc'(q) + q) > 0, 

d'apres l'hypothese d'impedance acoustique croissante. Cette courbe est bien convexe, et la courbe 
d'Hugoniot minoree par une courbe convexe dont elle tangente, est elle aussi necessairement convexe 
(il suffit d'utiliser un developpement limite). Le theoreme est demontre. 
En pratique, les deux quantites 

et c(q,i)- 



qd-q 



sont grandes, et relativement tres proches. La difference entre la courbe d'Hugoniot et l'invariant 
de Riemann est difficle a percevoir, et souvent les experimentateurs ne font pas la difference. De son 
cote, le modelisateur doit cependant faire le choix de l'expression analytique de la courbe choisie, 
et naturellement fera le choix de la representation par l'invariant de Riemann, qui rend les calculs 
bien plus faciles. 
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4.7 Les chocs en detonique 



On veut aborder ici la modelisation de materiaux plus elastiques que les gaz ou l'eau vus jusqu'ici ; 
les applications sont nombreuses, depuis les simulations de crashes ou d'accidents de voitures, pour 
les modeles utilises en matiere de securite, jusqu'a des applications industrielles d'impacts, ou bien 
sur militaires, dans cette interminable course entre la fleche et le blindage. La prospection geologique 
ou miniere exploite egalement de tels modeles. 

Dans les materiaux elastiques, la dependance entre la vitesse du son et la densite est beaucoup 
plus delicate a manipuler. Par exemple, une variation infime de la densite va provoquer une tres forte 
montee de la contrainte dans des materiaux comme l'acier. Ceci va se traduire par des coefficients tres 
grands dans les lois d'etat, et provoquer une tres forte sensibilite aux inevitables erreurs d'arrondis 
de la machine. On prefere en general considerer que la densite est une constante, qu'on notera po 
et utiliser les deux variables suivantes : la vitesse u et la contrainte a = —p qui est l'analogue 
d'une pression ici, en dimension un d'espace. Pour plus de commodite nous n'utiliserons en fait 
que la notation p c'est a dire la pression, parce qu'elle est toujours positive. 

Le modele utilise est le suivant ; il s'inspire de l'etude des systemes d'ordre 3 (paragraphe 3.4) 
en densite, vitesse, pression, dont on a purement et simplement enleve l'equation de conservation de 
la masse, et remplace la densite dans les deux autres equations par la constante po. La vitesse du 
son, notee c(p), est ici une fonction de la pression, strictement positive, et en general croissante. Elle 
ne depend pas de la vitesse u pour assurer l'invariance par transformation galileenne. On obtient 
ainsi une equation dynamique 

du du 1 dp 
dt dx po dx 

et une equation de pression qu'on appelera ici la loi de Hooke 

dp dp / , 2 du 

~dt U ~dx ^° C{P) dx- = ° • 



La matrice de flux s'ecrit 



u 



Po c(p) 2 u 



dont les valeurs propres sont Ai = u — c(p) et A 2 = u + c(p), differentes ; le systeme est bien 
strictement hyperbolique. Les vecteurs propres associes sont par exemple R\ = (1, — poc(p)) pour 
Xi = u — c(p) et R 2 = (1, Po c (p)) pour A 2 = u + c(p), qui donnent 

VAi.i?! = VA2..R2 = 1 + A, c(p) c'(p) > 1 , 

si c(p) est croissante. Les deux ondes sont vraiments non lineaires, meme lorsque la vitesse du son 
c(p) est une fonction constante. 

On appelera modele elastique le systeme constitue de l'equation dynamique et de la loi de 
Hooke decrites ci dessus. On constate que la loi de Hooke ne correspond pas a une forme conservative, 
et de ce fait, il ne sera pas possible d'en deduire une relation de Rankine Hugoniot pour gerer les 
ondes de choc. De plus, l'expression de la vitesse du son c(p) en fonction de la pression p n'a pas 
non plus ete precisee. Nous allons dans la suite, decrire un processus experimental qui va permettre 
d'obtenir a la fois cette loi d'etat et une forme conservative pour une nouvelle variable q regie par 
une nouvelle equation qui viendra se substituer a la loi de Hooke. 
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4.7.1 Le processus experimental 

On se refere a la figure ci dessous, qui represente les cinq etapes du processus. 




Un bloc de materiau immobile et dans un etat neutre (vitesse et contrainte nulles) est represente 
a droite (rectangle vert). On veut construire point par point la loi d'etat de ce materiau. Pour cela 
on va l'impacter par un projectile constitue d'un materiau connu, lance a une vitesse vq egalement 
connue. 

L'impact (que Ton fixe a l'instant t = 0) genere une onde de choc dans le bloc de materiau test 
qui va le traverser de part en part. Apres le passage de cette onde, ce materiau test est porte a un 
etat de contrainte que Ton representera par une valeurp* de la pression, avec une vitesse positive u*. 
Ce nouvel etat est represente par une zone rouge. Cependant cette mise en vitesse n'est pas encore 
apparente, parce que l'onde ce choc n'a pas encore traverser tout le bloc. Dans le bloc projectile, 
une autre onde, de choc egalement, remonte en le portant au meme etat de pression p x et de vitesse 

Ensuite, dans le materiau test, l'onde de choc parvient a l'extremite du bloc, et amorce une 
reflexion, en generant une onde de detente, c'est a dire une onde de rarefaction, le mot "detente" 
etant le terme consacre par les ingenieurs. Dans le projectile, qui est plus long, l'onde issue de 
l'impact continue a remonter. 

L'onde de detente produit une mise en vitesse du bloc de materiau test, cette vitesse sera notee 
w*, et la reduction de la contrainte pour retrouver un etat neutre p = 0. Cette onde de detente 
remonte le bloc jusqu'a la face ou l'impact a eu lieu. 
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Lorsque l'onde de detente a atteint la face d'impact, la mise en vitesse de la totalite du bloc 
de materiau test est effective et bien apparente, on mesure cette vitesse w x a l'aide d'une camera 
rapide. Dans le bloc projectile, une onde de detente se propage egalement en remettant ce materiau 
dans un etat neutre et en le portant a une nouvelle vitesse, qui peut etre negative (rebond) ou non. 

Les resultats experimentaux sont constitues de la mesure de la vitesse w x et de la connaissance 
que Ton a du materiau du bloc projectile, qui est porte a la meme vitesse u x et a la meme pression 
p x que le bloc de materiau test apres le passage de l'onde de choc. Cette experience peut etre 
reconstitute plusieurs fois, pour le meme materiau test (et bien sur des eprouvettes differentes), et 
soit des projectiles differents, soit les memes projectiles lances a des vitesses differentes. 



4.7.2 L'exploitation des resultats experimentaux 



Le but est de construire la courbe d'Hugoniot du materiau test, puis d'en deduire l'expression de c(p) 
en fonction de p compatible avec cette courbe d'Hugoniot. On constate que la variation de c(p) reste 
limitee, et de ce fait, la difference entre la courbe d'Hugoniot et la courbe representant l'invariant 
de Riemann (dans le plan (q, u) par exemple) devient imperceptible, et comme, les ingenieurs, on 
va tout simplement identifier ces deux courbes. 

Pour un materiau donne, on s'interesse aux courbes d'Hugoniot de la forme 

P = Po (co (u - u ) + s (u- Uof) , u>u , 
pour les ondes de vitesse A 2 = u + c, ce qui peut aussi prendre la forme 



u 



avec 



a 



(yi + Ap-i) 

4s 



2 s 



/3o 



Po el 



Pour les ondes de vitesse Ai = u — c, les expressions sont de la forme 

P = Po ( - c {u - u ) + s (u - u ) 2 ) , u < Uq , 



ou de la forme 



u = uo - ao (V 1 + PoP ~ l) 



pour les ondes de vitesse Ai = u — c, ou u est une vitesse donnee. Les coefficients p , c et s , done 
aussi ao et /3q, sont propres a chaque materiau. Le tableau suivant en presente quelques uns. 



Materiau 


a 




Po 


c 


so 


Or 


972 


3.5 10" 11 


19240 


3056 


1.572 


Fer 


931 


7.66 10" 11 


7850 


3574 


1.920 


Eau 


429 


2.84 10" 9 


998 


1647 


1.921 


Cuivre 


1323 


4.295 10" 11 


8930 


3940 


1.489 


Plexiglas 


857 


7.57 10" 1U 


1186 


2598 


1.516 


Plomb 


702 


1.22 10" 1U 


11350 


2051 


1.1460 


Beryllium 


3558 


3.8 10" 11 


1851 


7998 


1.124 


Titane 


3403 


2.49 10" 11 


4528 


5220 


0.767 


Tungstene 


1629 


1.6 10" 11 


19224 


4029 


1.237 


Uranium 


565 


7.5 10" 11 


18950 


2487 


2.2 
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On constate que le produit ctoA)A)Co es t toujours proche de 2 ; en fait il doit theoriquement etre 
egal a 2. 

En lancant un projectile en fer sur un bloc (test) de cuivre, a la vitesse de v = 100 ras" 1 , on voit 
ce bloc etre expluse a la vitesse w x = 89.32 ras" 1 ce qui correspond a une vitesse u* = 44.66 m s~ x 
dans l'etat contraint. En reportant cette vitesse sur la courbe d'Hugoniot du fer : 



u = v - a ( yi + fop - 1 J 

avec «o et /3o correspondants aux valeurs du fer dans le tableau ci dessus, on obtient une pression 
en zone contrainte egale a p x = 1.6 10 9 pascals. On en deduit que la courbe d'Hugoniot du cuivre, 
de la forme 

u = a i^/l + /3 p - l) 

passe necessairement par ce point (p Xl u x ). En procedant a une seconde experience, en lancant par 
exemple le projectile avec une vitesse differente, on obtient un autre point de cette courbe d'Hugoniot 
du cuivre, et d'autres experiences fourniront d'autres points. On peut ensuite determiner les valeurs 
de «o et de flo par moindres carres par exemple. 

La figure ci dessous montre deux telles experiences, pour des vitesses tres differentes du projec- 
tile, 100 ms~ l et 2000 ras" 1 . 
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On observe que dans le premier cas, les courbes d'Hugoniot sont pratiquement des droites, mais 
ce n'est apparemment plus vrai dans le second cas, qui est plus energetique. 

On procede maintenant au calcul de c(p). Pour cela, on cherche une densite q "Active", fonc- 
tion de la pression p, telle que q et m = qu soient les composantes de la solution d'un systeme 
physiquement realiste : 

dq dm dm ^ dm , 2 2 ^ dq 

dt dx dt dx dx 

On suppose q(0) = qo > 0, pour assurer la possibility d'un choc. Lors de l'exploitation des resultats 
experimentaux, on n'a pas fait de difference entre les courbes d'Hugoniot representant un choc 
ou celles representant une detente. Effectivement, ces courbes sont tres proches des invariants de 
Riemann, mais leurs expressions analytiques restent differentes. II convient done, pour la recherche 
de c(q) de determiner Interpretation que Ton fait de la courbe d'Hugoniot, en l'identifiant soit a 
un choc, soit a une detente, en utilisant les invariants de Riemann. On etudie ces deux cas. 

Identification des chocs 

En reportant q = q(p) dans les deux equations precedentes, il vient 

q ' {p) [m + u d~x + q{p) Yx = °' 



et 



On obtient la condition necessaire 

Po c(p) 2 q'(p) = q(p) ■ 

On designe la (nouvelle) pression associee a q par Y(q), nulle lorsque q = qo ; on doit avoir 

rlY 

% = ^ ■ 

Par ailleurs les relations de Rankine Hugoniot imposent la condition de compatiblite 



1 Y(q) 

[q - qo) = gyp) , 



, 99o ? - qo 
en posant 

g(p) = u = a (y/T+ Pop - lj 

On en deduit 

Y(q) = ^ g(pf . 
q - qo 
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On derive maintenant cette equation par rapport a p, pour obtenir, en utilisant 



±Y{q) = ^'(p) = c{pfq\p) = , 
dp aq po 

'equation differentielle 

2 



2 1/ n o ? ~ Qo x q fq-qo\ 
q q{p) = 2 — — q q g{p) — T - 



reintegration (numerique bien sur) de cette equation differentielle avec la condition q(0) = qo permet 
d'obtenir q(p). On en deduit l'expression de c(p) en multipliant cette equation par 

c(pf 

Po 



pour obtenir 



q V q'(p) 



2 / \2 i r, q ~ qo i / \ q 

q = Po c{P) 2 q qo g{P) - — 

9\P) Po 




dont on extrait c(p) connaissant c'est a dire 

9o g(p) 



c(p) 

Notons qu'il faut conserver 
et en remarquant que 



\/q(q - qo) (2poqog(p)g'(p) -q + qo) 
2poqog(p)g'(p) > q-qo , 

g(p)g'(p) - 



on obtient 



2 po g(p) g'(p) ^ po«o/3o ^ 



2 

2 a 1 



c «o 

On en deduit que les valeurs de q resteront dans un intervalle borne : 

. ^ 1 + SQ 

9o < 9 < Qo • 

so 

Notons que la "nouvelle densite" q se comporte effectivement comme une densite, en restant bornee 
et positive, mais elle peut varier beaucoup plus que les densites classiques des materiaux elastiques, 
de plus 50%, et meme plus de 100% pour certains materiaux, comme le titane. On ne rencontrera 
done pas les problemes lies aux arrondis de la machine, comme on le constate pour les densites 
conventionnelles. En normalisant qo = 1 , ce qui revient a effectuer un choix d'unite pour la 
quantite q, on constate que l'intervalle possible pour les valeurs de q est restreint a [1, 1 + , dont 
la longueur va de 0.45 pour l'uranium a 0.52 pour le fer ou l'eau, et jusqu'a 1.3 pour le titane. 
Notons aussi que le rapport 

q-qo 
g(p) 
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reste toujours borne lorsque p tend vers zero. 

Pour p < 10 4 bars, on peut approcher g(p) par un developpement au premier ordre, c'est a dire 

g(p) ~ 



PqCq 



et obtenir une equation differentielle un peu plus simple pour q. L'intervalle de valeur devient plus 
etendu : 

( 2p 

Qo < Q < Qo 1 + o 

V Po c o, 

On retient cependant que l'intervalle des valeurs possibles de q reste limite. 

Identification des invariants de Riemann 

Reprenons le systeme constitue de l'equation dynamique 

du du 1 dp 

dt dx po dx 



et de la loi de Hooke 



dp dp 2 du 

dt dx dx 



L'equation differentielle donnant les invariants de Riemann se reduit a 

1 



u'(p) = ± 



Po c(p) 

Les courbes d'Hugoniot sont de la forme 

u(p) = ± Q [y/i + /3 oP - l) 

qu'on derive pour obtenir 

u'(p) = ± 



OiO Po 



2 VTTPo? 

On en deduit l'identification 



l « A 



o 



Po c(p) 2 VI + /3oP 

ou encore 

c(p) = — o — \/i + 

«o Po Po 

et comme 2 = «o A Po c o 5 on prefere ecrire 

c(p) = c y/l + Pop . 
II reste a chercher la quantite conservative 

q = q(p) 
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associee, qui viendra remplacer la densite usuelle. Comme precedemment, on reporte q = q(p) dans 
les deux equations 

et il vient 
et 

On obtient encore la condition necessaire 

Po c(p) 2 q'(p) = q(p) , 

mais cette fois ci, l'expression de c(p) est connue. On obtient l'equation differentielle 

Po Cq (1 + Pop) q'(p) = q(p) 
qui s'integre immediatement pour donner 

q(p) = + , 
en prenant q(0) = 1 . L'expression de la vitesse c(p) en fonction de q s'ecrit 

£0_ 

c = c q a ° , 

et on se retrouve en presence d'un systeme de type Euler, comme en hydrodynamique. La pression 
correspond a une expression de la forme 

P(q) = P q^°, 

avec 

7o = 1 + 2 ^ = 1 + 4 s • 

a 

Les valeurs de 70 vont de 4.0679 pour le titane, a 8.678 pour le fer et l'eau, et jusqu'a 9.80 pour 
l'uranium. 

A la difference de Identification par les chocs, l'intervalle des valeurs de q est beaucoup plus 
grand, s'agissant de [1, +oo[, pour les pressions positives, mais en pratique, on retrouve les memes 
valeurs, puisque par exemple la valeur q = y/2 correspond a la pression p = , de l'ordre de 
10 n Pascal soit un megabar. Le gigabar est atteint pour q = 30 . Nous verrons plus loin, au 
Chapitre 7, que pour les plus forts seismes, au fond de l'ocean, il est difficile de depasser la valeur 
q = 1.1. Des valeurs de q inferieures a 1 restent envisageables, et correspondent a les pressions 
negatives, que Ton peut attendre lors d'une importante detente, comme par exemple un phenomene 
d'ecaillage d'un materiau, pouvant en provoquer la rupture. 
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Chapitre 5 



Les termes sources, l'exemple de 
l'hydraulique 



5.1 Introduction 

La presence d'un terme source dans une equation d'onde 

f + mf x + s W = o 

va fortement modifier la nature des ondes solutions par rapport a celles de l'equation d'onde ho- 
mogene associee. Au chapitre precedent, en Section 3.3.5, nous avons montre qu'une equation d'onde 
scalaire, avec un terme source, pouvait s'interpreter comme un systemes de deux ondes dont les deux 
vitesses caracteristiques sont A(</>) et A = 0. Au chapitre 2, en Section 2.6.3, un exemple d'onde de 
vitesse constante a egalement ete presente, comme une solution bien particuliere de l'equation de 
Burgers avec un terme source, la vitesse constante de l'onde etant determined par une racine de ce 
terme source. Une telle situation n'est pas envisageable dans le cas homogene. 
Cette presence du terme source permet que de nouveaux equilibres entre les termes puissent ap- 
paraitre. En effet, dans le cas homogene, l'equation impose un seul equilibre possible : la derivee 
en temps doit compenser les variations de la derivees en espace du flux. Ici, entre les trois termes 
en presence, plusieurs types d'equilibre peuvent apparaitre. Ainsi, les solutions stationnaires sont 
obtenues en imposant une compensation complete entre la derivee du flux, en espace, et le terme 
source. D'autres solution correspondent a une compensation entre la derivee en temps et le terme 
source. On peut aussi envisager de retrouver un equilibre entre la derivee en temps et la derivee 
en espace du flux, lorsque le terme source devient nul pour une valeur particuliere <j> x ; la vitesse de 
l'onde sera alors necessairement A(</>*), c'est a dire une constante, et cette solution aura le compor- 
tement d'une solution d'equation lineaire homogene. Nous proposons d'appeler ondes sources ces 
ondes dont la vitesse (constante) est imposee par les racines du terme source. Ces ondes sources 
correspondent a de nombreux phenomenes, notamment en physique de l'environnement, et per- 
mettent de modeliser par exemple des cyclones, tornades dans l'atmosphere, les tsunamis, les ondes 
de surf ou les mascarets en hydraulique littorale ou fluviale, la rupture d'un barrage sur une pente, 
le comportement des conducteurs en trafic routier, etc... 
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5.2 Le calcul des ondes sources 



On considere un systeme physiquement realiste, non homogene, a impedance acoustique croissante. 
II est constitue de l'equation de conservation de la masse 

dq dm 
dt dx 

et de l'equation de conservation de la quantite de mouvement 



ou bien entendu 

m 

u = — 

q 

et le terme source S(q,m) ne depend que de q et de m ; on envisagera plus loin le cas ou il peut 
aussi dependre de x, un peu plus delicat a traiter. 

La presence de ce terme source rend inutile l'exploitation des invariants de Riemann, tout 
simplement parce qu'ils ne sont plus invariants. On peut cepandant envisager le meme type de 
prospection, en ecrivant une dependance entre q et m au niveau d'une onde (non triviale, c'est a 
dire q non constant par exemple). On pose encore 

m = m(q) , 

qui transforme l'equation de conservation de la masse en 

dq , , n 9? 

- + m(q)- = 0. 

On note que m'(q) s'interprete deja comme la vitesse d'une onde. En reportant cette equation dans 
celle de la conservation de la quantite de mouvement, on aboutit a l'equation 

(m'(g) ~ uf - c{qf dq_ = 
S(q,m(q)) dx 

dite equation du profil. Cette situation est propre a la presence du terme source ; on n'aurait 
jamais pu avoir " = 1" dans le cas homogene. On introduit une fonction tp(q) telle que 



S(q,m(q)) 
L'equation precedente se transforme en 

| = i, 

qu'on integre en x pour obtenir 

= x - K(t) , 
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ou K(t) est une "constante" d'integration par rapport a la variable x, mais qui peut encore dependre 
de la variable t. Une derivation en t donne maintenant 

n*) % = - K'(t) , 

et compte tenu de l'equation de conservation de la masse, on a 

dq dq 

m = ~ m{q) Tx' 

done 

m'(q) f(q) ^ = K'(t) , 

qui se reduit simplement en 

m\q) = K'(t). 
II reste a deriver une nouvelle fois en x pour obtenir 

m (q) Yx = , 

e'est a dire 

m"(q) = , 

puisque le profil n'est pas constant (onde non triviale). On obtient qu'il existe deux constantes A 
et B telles que 

m(q) = Aq - B , K(t) = At - C , 



oil C est une autre constante qui peut etre prise egale a zero ou assimilee a l'expression de tp(q). 
Notons que A a la dimension d'une vitesse et B celle d'une impedance acoustique. On obtient un 
profil d'onde q verifiant 

%f)(q) = x - At 

ou encore 

q = nJ)- l (x-At) 

qui exprime que l'onde obtenue est une onde progressive qui se propage a la vitesse A. La fonction 
tp(q) est appelee profil inverse de l'onde. II reste a caracteriser les choix des valeurs de A et de B. 
En reportant m(q) = Aq — B, et en remarquant que 

B 

u = A - — , 
Q 

dans l'equation du profil, on obtient 

(f) 2 - ^ dq 
S(q,Aq-B) dx 
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qu'on prefere utiliser sous la forme 

dq _ q 2 S(q,Aq-B) 
dx B 2 — q 2 c(q) 2 ' 

qui correspond a l'ecriture generate de l'equation du profil. Elle s'interprete comme une equation 
differentielle en q, a t fixe. 

L'impedance acoustique du systeme est croissante, et plus precisement prend toutes les valeurs 
possibles depuis zero, pour q = 0, a une valeur en general infinie lorsque q tend vers l'infini. On doit 
done s'attendre a trouver une valeur singuliere </* pour laquelle 

q* c(q x ) = \B\ . 

Cette valeur sera appelee profil de reference. Elle constitue une racine du denominateur dans 
l'equation du profil, et il n'est pas exclu en general que cette valeur puisse etre atteinte. 
On a en fait l'alternative suivante : 

- ou bien le terme source S(q,Aq — B) admet une racine, et dans ce cas il est necessaire que A 
prenne une valeur telle que q x soit cette racine : 

S(q„Aq,-B) = , 

ce qui determine B, 

- ou bien le terme source S(q, m) est de signe constant et dans ce cas le choix 

q* = 

s'impose, done B = 0, la valeur de la vitesse A restant indeterminee. 

Ceci permet de definir deux types d'ondes sources. 

Definition 5.2.1 Une onde source est une onde progressive dont la vitesse et le profil sont 
completement determines par les racines du terme source. Lorsque le terme source est de signe 
constant, une onde source degeneree correspond a une onde progressive de vitesse A pour une 
equation de profil de la forme 

dq_ ^ S(q,Aq) 
dx c(q) 2 

Lorsque B > 0, une onde source est de vitesse 

A = u + 

Q 

assimilee a une onde de vitesse A 2 = u + c. Dans ce cas, une onde reguliere (comme une onde de 
rarefaction) doit etre croissante, ce qui se traduit par la condition 

S(q, Aq - g*c(g*)) (q* - q) > , 
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qui va assurer que cette onde ne degenere pas en une onde de choc. 
De facon similaire, lorsque B < 0, une onde source est de vitesse 



A = u - q -^> , 
Q 

assimilee a une onde de vitesse \± = u — c. Dans ce cas, une onde reguliere (comme une onde de 
rarefaction) doit etre decroissante, ce qui se traduit par la condition 

S(q, Aq - q*c{q x )) (g* - q) < , 

qui va assurer que cette onde ne degenere pas en une onde de choc. 

Dans les autres cas, des ondes de choc apparaissent, qui sont compatibles avec la condition 
d'entropie, exactement comme dans le cas homogene, les relations de Rankine-Hugoniot etant 
independantes des termes sources. Dans le cas d'une onde source, la vitesse doit etre egale a A, 
ce qui donne les relations 

A f + P(<?2) ~ it ~ P{(ll) D / x f , a ,2 M 

A = = — , avec P(q) = / c(9) 2 d0 , 

q2 ~ qi m 2 - mi J 

comme dans le cas homogene a cette difference pres : la vitesse est constante. Ces chocs peuvent 
ainsi etre assimiles a des discontinuites de contact pour la version lineaire de l'equation. 

Les resultats obtenus sont inattendus, dans la mesure ou ils sont plus simples que dans le cas 
homogene. Le calcul explicite du profil est realisable, dans de nombreux cas, en integrant directement 
l'equation du profil. De plus, la propagation se fait a vitesse constante, comme s'il s'agissait d'un 
probleme lineaire. La question essentielle est maintenant de developper des applications, de facon a 
assurer le realisme de la demarche et du calcul precedent. De fait, ces applications sont nombreuses, 
et se rencontrent notamment dans les sciences de l'environnement. 



5.3 L 'analyse dans le plan de phase 

Le systeme considere est toujours physiquement realiste, d'impedance acoustique etant supposee 
strictement croissante. Cette section propose une interpretation dans le plan de phase (q, m), d'abord 
pour les profils reguliers, ensuite pour les chocs. 

5.3.1 Analyse pour les profils reguliers 

L'equation de profil peut se mettre sous la forme 

(B 2 ~ 1 2 <<l) 2 ) % = S M-B) . 

Soit q une racine de S(q, Aq — B), s'il en existe. II y a alors deux seuls cas possibles : 

- ou bien ^| = 0, et le profil est constant : q = q , 

- ou bien q$ verifie 

Qo c(Qo) = \B\ , 
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et constitue ainsi une valeur de reference. On peut envisager dans ce dernier cas que ^| soit non 
nul et par consequent un profil non constant. 

Par ailleurs, un etat donne M = {qo, m o) induit deux vitesses catacteristiques A = ^ + c(q ) 
et A' = ^ — c(q ) , qui correspondent a deux droites dans le plan de phase, qui font l'objet de la 
definition suivante. 



Definition 5.3.1 Etant donne un etat M = (qo,m ), on definit la droite caracteristique 

K + (M ) par V equation 

m = + c(g )^ (q ~ Qo) + rn , 

et la droite caracteristique K_(M ) par V equation 

m = - c(g )^ (q ~ qo) + rn . 



Remarquons que ces deux droites passent par M et Q ue l es vitesses caracteristiques corres- 
pondent a leurs pentes. 

On considere maintenant les autres droites passant par M , dont l'equation generate est 

m = A(q - q ) + m , 

pour une pente A donnee. On cherche a caracteriser ces droites par un etat de reference ce qui 
est l'objet de la proposition suivante. 



Proposition 5.3.2 Soit M = (qo, mo) un etat du plan de phase et A un reel. II exite un seul etat 
Ma = (qA, itia) dont la vitesse caracteristique est A et situe sur une droite de pente A passant par 
Mo. 



Demonstration On considere d'abord le cas ou Aq — m > 0. On cherche q et m tels que 

m 

— + c i<l) = A , m = A (q - q ) + m , 

ce qui induit l'equation suivante, portant sur la variable q, 

(m =) Aq - c(q) = Aq - (Aq - m ) , 

qui se reduit a 

q c(q) = Aq - m (> 0) , 

qui admet une solution unique notee qA, sachant que l'impedance acoustique qc(q) prend toutes les 
valeurs entre et +oo, et done en particulier la valeur Aqo — mo- Pour le cas ou Aqo — mo < 0, on 
cherche q et m tels que 

— - c {q) = A , m = A (q - q ) + m , 

q 
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ce qui induit l'equation suivante, portant sur la variable q, 

(m =) Aq + c(q) = Aq - (Aq - m ) , 

qui se reduit a 

q c (q) = - Aq + m (> 0) , 
qui admet une solution unique qA, de la meme facon. 

Remarque 5.3.3 En notant m = Aq — B l'equation de la droite, de pente A, passant par M et 
Ma, on a B = Aq — m = AqA — tua = rriA ± qAc{(lA) — tua c'est a dire 

B = ± q A c(q A ) 

et ainsi qA est une valeur de reference. 

Definition 5.3.4 Etant donnee une droite de pente A passant par M , I'etat Ma determine par 
la proposition precedente est appele etat de reference. La courbe representant tous les etats de 
references possibles pour un etat M donne est notee Ref(M ). 




La courbe Ref(M ) est constitute de deux parties, l'une, notee Ref + (M ), correspondant a 
A > 0, qui est toujours croissante a l'infini, l'autre, notee i?e/_(M ), correspondant a A < 0, 
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toujours decroissant a l'infini. Ces deux courbes passent par l'origine et par M . La pente en M 
est toujours egale a ^ + c(q ) pour la premiere, et a ^ — c(q ) pour la seconde. Ceci signifie qu'en 
M l a caracteristique K + (M ) est tangente a Ref + (M ) et la caracteristique K_(M ) est tangente 
a Ref_(Mo). On peut remarquer le resultat suivant. 

Theoreme 5.3.5 Soit M et M deux etats du plan de phase. Alors 

M G Ref+(M ) <=> M G K+(M) et M G i?e/_(M ) M G K_(M) . 



Demonstration II suffit d'ecrire l'equation 

q 

m = (m + c(q)(q - q )) — 



sous la forme 



Tfi 

m = ( — + c(q) ) (q - q) + m 



On procede de facon identique pour i?e/_ et K_ en changeant c(g) en — c(q). 

Le cas A</ = mo correspond a l'etat de reference 0. 

On a jusqu'a maintenant etabli que les etats possibles d'un profil d'onde etaient portes par un 
segment de droite du plan de phase, note m = Aq — B. II reste a etudier dans quel sens ce segment 
est decrit. Ceci est fortement dependant du signe du terme source S. 

On suppose dans un premier cas que S est positif dans un voisinage de M = {Qo, m o) ■ On 
considere ensuite un etat de reference M re f G Ref(M ), note M re f = (q re f,m re f). On suppose 
qu'on a egalement S(q re f, m Te f) > 0. L'equation decrivant le profil d'onde est de la forme 

m = A re fq — B re f , 



avec 



A re f = + Cyiref) , B re f = q re fC(q re f) 

Iref 



si A re fqo — mo > 0, et 



A re f = _ C \(lref) , B re f = — q re fC(q re f) 

Iref 



si A re fq — m < 0. L'equation du profil s'ecrit 

Qref C (<lref) 2 ~ Q c{q) 3q_ = 

q 2 S(q, A ref q - B ref ) dx 

et ou on a suppose 

S(q,A ref q - B ref ) > 

en particuler pour q = q re f- Ainsi q re f est une racine simple (necessairement) du numerateur sans 
etre racine du denaminateur. Le profil q admettra done q re f comme valeur singuliere ; il est croissant 
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pour q < q re f et decroissant pour q > q re f. Le comportement du profil au voisinage de q = q re f est 
comparable a 

q = q ref ± O (y/x - x) 

en notant x$ le point ou q prend la valeur q re f- Le profil a prendre en compte a partir de la valeur 
go ne concerne que des valeurs inferieures a q re f si go < q re j et des valeurs superieures a q re f si 
% > Qref- Lorsque go = Qref les deux branches sont possibles, et la determination provient du 
contexte de l'application. 

Dans le cas ou S(q, A re fq — B re f) admet go pour racine, c'est a dire quand S(q, m) est nul en 
Mo = (go, mo) , la situation est differente suivant que S(q re f, m Te f) est different de zero ou nul. Dans 
ce dernier cas on se restreindra au cas ou q re f = go. 

Si S(q re f, m re f) > 0, le profil obtenu est comparable a celui decrit precedemment, avec pour seule 
difference que go constitue ici une valeur asymptotique correspondant a une limite atteinte lorsque 
x — > — oo. Si S(q re f,m re f) < 0, la situation est analogue, go constituant une valeur asymptotique 
atteinte lorsque x — > + oo. 





Lorsque q re f = go, racine de S(q, A re fq — B re f), la droite passant par Mo et M re f vient coincider 
avec une des caracteristiques K + (M ) ou K_(M ) suivant le cas. Si go (= q re f) est une racine simple 
de S(q, A re fq — B re f) et qu'en tant que fonction de g, 5(g, A re jq — B re f) est croissante au voisinage 
de g , le profil de g est decroissant. Au contraire, si S(q, A re ^q — B re f) est decroissante au voisinage 
de g , le profil de g est croissant. Ceci est represente sur la figure ci-dessus. 
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Si qo est une racine double de S(q,A re fq — B re f), ce qu'on rencontre quelquefois en pratique, 
go constitue une valeur asymptotique atteinte a la limite de facon analogue a chacun des deux cas ( 
S(q, A re jq — B re f) > ou S(q, A re jq — B re f) < ) precedents. Si qo est une racine multiple d'ordre 
superiuer a 3, la valeur qo correspond toujours a une valeur asymptotique, atteinte par valeurs 
inferieures ou superieures, suivant l'ordre de multiplicite de la racine, mais il faut ajouter pour ce 
cas que les applications pratiques sont inexistantes. 



5.3.2 Analyse pour les chocs 

Etant donnes deux etats Mo = {qo, m o), avec Qo > 0, et M = (q,m), ils ne peuvent etre relies par 
un choc de trajectoire x = x(t) que si la condition de Rankine Hugoniot suivante 

rn - mo F(q, m) - F(q , ra ) 



q — qo m — mo 

est assuree, avec 



m f 
F{q,m) = — + P{q) , P(q) = \ 

Q Jo 



9 c(0 2 d£ 



conformement a la section 3.6.1. On en deduit qu'un etat M ne peut etre relie par un choc a l'etat 
Mo que s'il appartient a la courbe d'equation 



Q , ( , y , , 7f , P(q)-P(q ) 

m = — mo ± q [q - qo) Z{q,q ) , Z{q,q ) = W — 

qo V qqo{q-qo) 

appelee courbe d'Hugoniot et notee H(M ). 




Cette courbe est constitute de deux branches notees H + (Mq) et H-(Mq), associees a chacune 
des vitesses caracteristiques u + c et u — c respectivement. 
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Remarque 5.3.6 La fonction Z etant symetrique, on a 

M G H+(M ) M G H+(M) et M G H_(M ) M G H_(M) . 

De plus la branche H + (M ) est tangente en M a la droite caracteristique K + (M ) et de meme la 
branche i?_(M ) est tangente en M a la droite caracteristique K_(M ). 

On s'interesse a la question suivante : etant donne un etat M et une vitesse A (A reel ) 
peut-on caracteriser les etats M qui peuvent etre raccordes a M P ar un choc de vitesse A ? On 
utilisera le lemme technique suivant, qui est une consequence de l'hypothese d'impedance acoustique 
strictement croissante. 

Lemme 5.3.7 Si l'impedance acoustique qc(q) est une fonction strictement croissante de q, la 
fonction 

q -^qZ(q,q ) 

est une fonction continue sur [0, +oo[ et strictement croissante. Si de plus la pression P(q) est non 
bornee lorsque q devient infini, alors la fonction qZ(q, q ) prend toutes les valeurs entre et +oo, 
et est une bisection de [0, +oo[ sur [0, +oo[ . 



Demonstration L'expression ^/qZ(q, q = ^/^ F ^_^ g0 ^ tend vers lorsque q tend vers zero. 

On en deduit la continuity de qZ(q, qo) en q = ou elle est nulle. Pour montrer la croissance, on 
etudie 

q Z{q, q ) = — / — — 

Qo \q-qo) J qo s 2 

ou on a note z(£) = £ c(£) l'impedance acoustique. La fonction z(£) est strictement croissante. On 
obtient en derivant, 

— {q Z{q,q ) = - / — — d£ • 

«9 <J<lo [q - Qo) {q - q ) J qo Q 

Or on a 

<0 2 „ . f 1 1 ^ (9 - 9o) ^(</) 2 



•/ On 



d(, < z(q) 2 / —di 

Jqo S 



que Ton montre en distinguant les deux cas q > qo, pour lequel z(£) < z(g) si £ < g, et g < go 
pour lequel z(£) > z(g) si £ > q. On en deduit que la derivee est strictement positive, et done que 
qZ(q,qo) est une fonction strictement croissante de q. Si P(q) tend vers l'infini lorsque q devient 
infini, on a 

q 2 Z{q,qof = ^ r (P(q) - P(q )) 

q qo (q- qo) 

qui tend vers l'infini, et done qZ(q, qo) tend egalement vers l'infini. Ainsi, cette expression prend 
toutes les valeurs entre et l'infini. La bijection se deduit immediatement de la stricte monotonie. 

Remarque 5.3.8 Dans le cas oil l'impedance acoustique est majoree par une constante z , ce qui 
n'est d'aucun interet en pratique, on obtient 



2ry ( \i ^ q Z l q- qo 

q Z{q, qo) < 



qo (q - qo) q qo qo 
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Cette demarche aboutit au theoreme suivant. 



Theoreme 5.3.9 On suppose la pression P(q) non bornee. Etant donne un etat M = (q , m )avec 
qo > 0, et un reel A, il existe un seul etat M = (q, m) connectable a M par un choc de vitesse A. 

Demonstation. On doit pouvoir assurer que la vitesse A, c'est a dire 

171 ~ m A A I \ 

= A , ou m = A (q — qo) + nio , 

q-qo 

et l'appartenance a la courbe d'Hugoniot 

m = q mo ± q(q- q ) Z(q, q ) . 
qo m 

En eliminant m on obtient 

Aq -m = ± q q Z(q, q ) . 
Si Aq — m > 0, le choix du signe + s'impose et q correspond a la seule valeur pour laquelle 

q Z(q,qo) = A - , 

qo 

et M G H + (M ). Si Aq — m < 0, le choix du signe — s'impose et q correspond a la seule valeur 
pour laquelle 

, m 
q Z{q,qo) = —A H , 

qo 

et M G H_(M ). 

Proposition 5.3.10 On pose B = Aq — m , et on considere la valeur de reference q re f telle que 

q re f c(q ref ) = \B\ . 

On a alors 



qref C(q ref ) = J q Q ° [ C(0 2 ^ • 

V q - qo J qo 



La demonstration se deduit immediatement de la precedente. 

II reste a verifier si le choc ainsi obtenu est bien compatible avec la condition d'entropie. Ceci 
depend du sens dans lequel le profil passe de la valeur qo a la valeur q, de facon croissante ou 
decroissante relativement a la variable x. Sous l'hypothese un peu plus restrictive de la croissance 
de la fonction c(q) on peut obtenir quelques precisions. 

Dans le cas ou B = Aqo — mo > 0, on remarque que la derivee de la vitesse caracteristique 
u + c{q) = A — ^ + c(q) s'ecrit 

(u + c(q)) = ^ + c'(q) > , 
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et la condition d'entropie n'autorise que des chocs decroissants. Ceci correspond a tous les points 
de la branche H + (M ) de la courbe d'Hugoniot. 

Dans le cas ou B = Aq — m < 0, on remarque que la derivee de la vitesse caracteristique 
u — c(q) = A — j — c(q) s'ecrit 

| («-<<«)) = $ ~ c '<«> < °- 

et la condition d'entropie n'autorise que des chocs decroissants. Ceci correspond a tous les points 
de la branche i?_(M ) de la courbe d'Hugoniot. 

5.4 De l'ecoulement de Pair a l'acoustique : la generation 
du son 

L'ecoulement de l'air dans un tuyau est regi par les equations de l'hydrodynamique deja introduites 
au paragraphe 4-3-2. Pour un instrument de musique (instrument a vent, bien entendu) l'aire de la 
section est variable en fonction de l'abscisse (curviligne pour un instrument enroule) x e [0,L], L 
etant la longueur du tuyau (deroule le cas echeant). Cette aire est notee a{x). II s'agit d'une fonction 
reguliere, croissante et strictement positive sur [0, L]. La densite de l'air est supposee constante sur 
chaque section d'abscisse x et est notee p(x, t) a l'instant t. De meme la vitesse est supposee 
constante sur chaque section d'abscisse x et est notee u(x, t) a l'instant t. Cette vitesse est positive 
en general, et on la supposera telle pour la construction du modele. 

En considerant un petit intervalle de longueur Ax centre en x, on y fait un bilan de masse, 
entre les infants t et t + At, avec At petit egalement, en comptabilisant les masses entrantes et 
sortantes. On obtient 

p(x, t + At) a(x) Ax = p(x,t) a(x) Ax — p(x,t) a(x) u(x,t) At 

+ p(x - Ax, t) a(x - Ax) u(x - Ax, t) At + AtAx e(Ax, At) 



ou e(Ax, At) est un module de continuity, qui tend vers zero lorsque Ax et At tendent vers zero. 
On divise par Ax At pour obtenir 

p(x,t + At) — p(x,t) p(x, t)a(x)u(x, t) — p(x — Ax, t)a(x — Ax)u(x — Ax, t) 
a(x) — h — - e{ x, ) 

ce qui donne a la limite lorsque Ax et At tendent vers zero, 

, . dp d , , 

a(x) + fcipau) = • (4.1) 

En posant 

q = p a , m = q u , 

on obtient l'equation de transport 

dq dm 

dt dx 
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L'equation dynamique associee est de la forme 

dirt c) 1 1 1 do 

ou S(q,m) est un terme source a preciser et c correspond effectivement a la vitesse du son. Elle 
peut etre exprimee de deux facons differentes, comme on l'a vu en section 4.4.1 : 
-soit par la loi de Boyle Mariotte, qui correspond a une loi isothermale, avec 

P(p) = K oP T , 

ou Kq = 287.06 est une constante, exprimee ici en unites M.K.S. et T est la temperature, exprimee 
en degres Kelvin. L'expression de la vitesse du son est alors 



c{p) 



L'hypothese "isothermale" revient a supposer cette expression constante, ce qui est une hypothese 
classique en acoustique. 

- soit par la loi isentropique utilisee classiquement pour les equations d'Euler, qui conduit a 

P{p) = K p 1 

ou 7 = 1.4, est la constante adiabatique habituelle, et K une constante valant K = 69259.5 lorsque 
la pression est exprimee en Pascals. L'expression de la vitesse du son est alors 



A l'equilibre, c'est a dire a vitesse nulle, au repos (toutes les derives en temps sont nulles) et a 
pression constante, l'equation dynamique se reduit a 

^2 d 1 



Or la pression constante implique 



c(p) 2 -± + S(q,0) = 



dx dx 



et il reste 

c(pf a'(x) p + S(q,0) = 

On obtient 

_ r 2 „ a'(x) 

S(q,0) 



Cq q (cas isothermal) 

a' (x 
a(x) 

et on prendra un terme source de la forme 



7 K q 1 ^M^- (cas isentropique) 



S{q,m) = S(q,0) + k 



rn 



m 

q 
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En pratique on prefere privilegier le cas isentropique, mais on conservera le cas isothermal pour 
exprimer la vitesse du son, qui devient ainsi une constante 



c(p) = c = 1/7 K T . 

Ce choix traduit l'hypothese qu'en acoustique les variations de temperature sont infimes, mais que 
des variations de pressions restent sensibles, ce qui est exprime par le terme en q 1 dans lee terme 
source. Ce choix permet surtout de lever l'ambiguite de la dependance de c(p) par rapport a q et 
done a la variable x. 

L'equation dynamique associee prend ainsi la forme 

^ + 9 u — + (c 2 - u 2 ) ^- - -v K ^M. + k \u\ u - 

ou on constate que l'incidence de x ne porte plus que sur l'expression 

a'(x) 




Nous allons faire une hypothese qui va paraitre surprenante au premier abord, qui consiste a sup- 
poser cette expression constante, en ecrivant 

a'(x) „ D 2 

, - = Constante (notee k ) . 

a(xp v 7 K 
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En effet, en integrant cette equation differentielle, on obtient 



a{x) ~ ((7-1) kD 2 (x -x)) ' 

qui correspond effectivement au profil des instrument a vent lorsque xq > L . La figure precedente 
presente un profil de tuyan sonore realisant cette propriete ; le rayon a ete calcule a partir de l'aire 
par 



r(x) 



a(x) 



7T 

On constate que ce profil correspond effectivement aux formes habituelles des instruments a vent. 
Avec xq plus proche de L, on observe une plus grande ouverture, et cette ouverture se reduit lorsque 
xq s'eloigne de la valeur L. On passe ainsi du profil d'un cor a celui d'une trompette puis d'une 
clarinette, en adaptant les valeurs de L, x et de la constante k D 2 . On y presente egalement les 
racines du denominateur de la fonction de profil inverse, etudiee dans la suite, pour la meme valeur 
de D, c'est a dire D = 2696.71 , k = 1 , done kD 2 = 75 7 K dans cet exemple. Comme on 
souffle toujours du meme cote de l'instrument, on peut supposer que la vitesse est toujours positive : 
u > . L'equation dynamique est maintenant de la forme 

ou le terme source ne depend plus que de q et de m. On a retrouve la situation qui permet de 
reconstituer les profils d'onde par des droites de la forme 

m = A q — B , 

a partir d'un etat de reference M* = (</*, m x ) donnant ici 

in 

A = — - + c = u x + c , B = q x c . 

q* 

Le profil est determine par l'equation 

B 2 — q 2 Cq dq 



k ((Aq - Bf - D 2 q^+ 2 ) dx 



1 . 



La valeur de reference q x est une valeur possible pour q, qui annule le numerateur. Pour eviter un 
profil vertical, il est necessaire que q x soit aussi une racine du denominateur. On obtient ainsi une 
caracterisation de m x et de u*, en effet 



i + i 2 
2^ „, _ n „2 



m x = u* q x = D qi , u* = D q 

Si on considere que q x est l'etat avant le passage de l'onde, le profile du front de l'onde sera determine 
par la droite 

m = + c ) q — c q* . 
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Si q > g*, le terme source est positif et le numerateur est negatif. Si q < g*, le terme source est 
negatif et le numerateur est positif. Dans les deux cas 

dq 

7T < > 
ox 

et le profil est decroissant. II est determine par l'equation 

Cp (q 2 ~ ql) dq_ = 

k (((u* + c )q-c q*) 2 - D 2 q^ 2 ) dx 

ou il faut tenir compte d'une simplification par le terme (q — q x ) dans le coefficient. 

On note qi la valeur maximale qu'atteindra le profil. L'arriere de l'onde correspond a un profil 
croissant, passant de la valeur g* a cette valeur g 1; la valeur g* ne pouvant etre atteinte que de facon 
asymptotique. Pour cette portion du profil l'etat de reference est Mi = (g 1; mi) , situe sur la droite 
precedente (d'equation m = (u x + cq) q — Co</*)et done 

mi = (u x + c ) qi - c Q q x . 

Cette portion du profil est determined par la droite 

m = (ui + c ) q - c qi , 

et par l'equation 

cq (q 2 -ql) dq_ _ l 



k (((ui + c )q-c qi) 2 - D 2 q^+ 2 ) dx 
La droite d'equation 

m = (ui + c ) q - c q x 

rencontre la courbe des racines du terme source en un point qui ne peut etre atteint a distance 
finie. 



Le profil de l'onde est constitue d'un front decroissant, passant de la valeur qi a la valeur g*, 
suivi d'une onde de rarefaction croissante, provenant de l'asymptote de valeur go pour atteindre la 
valeur gi. La figure suivante presente dans une premiere fenetre le calcul de qi et de g2 a partir des 
donnees g* et go (g* < go) correspondant aux deux racines de l'equation 
en g, 

q + = — + 2c - D g 2 , 

g c V J 

elle meme obtenue en exprimant que 

Mi G { m = (u* + c ) g - c g* } , M 2 G { m = (u* + c ) g - c g* } , 

et 

M G {m = (ul + c ) g — c gi } fl { m = (?/ 2 + c ) g — c g2 } H { Source = } . 

Une representation geometrique en est donnee dans une seconde fenetre. Enfin le profil lui meme 
est represente dans une troisiele fenetre (contour rouge). 
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Lorsqu'une onde parvient a l'extremite de l'instrument, elle subit une depression instantanee 
qui provoque une reflexion et un retour vers l'interieur de l'instrument. Le son est maintenu en 
apportant l'energie necessaire a fixer la valeur de qq de telle facon que la longueur de l'instrument 
soit un multiple de la longuenr d'onde de l'onde ainsi obtenue. Apres le passage de la premiere 
onde, les suivantes comportent un profil complete par le contour bleu, qui decroit de la valeur q* a 
la valeur q 2 pour se redresser ensuite et atteindre asymptotiquement la valeur q$. On peut construire 
un train d'onde en concatenant plusieurs fois ce profil. 

Ce profil presente une partie decroissante pour une onde progresive, de vitesse u* + cq > 0, 
qui ne se transforme pas en choc. Ceci ne peut pas arriver dans un cas homogene, et est done une 
particularite due au terme source. Par contre on peut se poser la questioninverse, de l'apparition 
d'un choc, lorsque M\ et M 2 sont relies par une onde de choc. On peut construire le point M dans 
le plan de phase, a l'intersection des droites passant par M 2 , de pente u 2 + c et par Mi, de pente 
Ui + Co. On obtient 

m = (ui + c ) q - c qi = (u 2 + c ) q - c q 2 , 



Co 



dont on deduit 

u 2 - Ui _ Co 

Q2 - gi go 

Or la relation de Rankine Hugoniot s'ecrit, dans le cas present, 



Q2~ Qi V qi Q2 {Q2 ~ Qi ) 
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car P(q) = c$q pour notre modele. On en deduit 

go = V ft 92 • 

Par ailleurs, les points Mi et M 2 sont tous les deux situes sur le droite passant par M* et de pente 
it* + Co . On a done 

9* . 9* 

Ml = + c — c — , u 2 = it* + c — c 



done 



d'ou 



On en deduit 



d'ou 



9i 92 



1 1 \ 92-9i 
u 2 - ui = cq q x \ — - — = c g* 

9i g2/ gi g2 



u 2 - ui g* 
= c 

g2 - gi gi g2 
g* 1 



9l 92 x/9l ^ 



g* = V9i 92 = 9o • 
Les points M* et M sont confondus, done aussi Mi et M 2 . 



5.5 Ainsi coule une riviere 

Une premiere application, en hydraulique, correspond a la prise en compte de la pente et de la 
friction, pour etudier un ecoulement d'eau en dimension 1 d'espace, par exemple d'une riviere. 
L'equation de conservation de la masse reste inchangee, 

dq dm 
dt dx 

et l'equation de conservation de la quantite de mouvement est modifiee par le terme source 

S(q,m) = g p q + k 



m 
9 



ou p represente la pente et k est un coefficient de friction (k > 0), pour devenir 

dm dm , , 2 x dq 

— + 2u — + (c(g) - u ) — + gpq + k\u\u = , 



avec toujours c(g) = ^fgq et m = qu. Les parametres p et k sont sans dimension. On remarque que 
le terme source n'admet de racines que lorsque la pente p et la vitesse u sont de signes contraires. 

On suppose que la riviere coule d'est en ouest, ce qui revient a prendre p > et a attendre des 
valeurs negatives de la vitesse u. 
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Lorsque u < 0, le terme source s'annule lorsque 



gpq = k u 2 

ou encore 

\u\ —u 
c(q) c(q) 

c'est a dire lorsque est egal au nombre de Froude de l'ecoulement. 

Une classification des regimes fluviaux a ete proposee en 1970 par Peter W.Herbertson, en 
fonction du nombre de Froude et de la pente. Elle est reprise dans le tableau suivant. 



Terminologie 


nombre de Froude 


pente 


pente douce 


F < 0.25 


|p| < 10 :i 


pente moderee 


0.25 < F < 0.5 


10" 3 < \p\ < 4 10" 3 


pente raide 


F > 0.5 


\P 


> 4 10" 3 



Notons que cette representation ne concerne que les "eaux vives", comme les rivieres, et non 
les "eaux dormantes", comme les lacs. Nous allons montrer une relation effective entre le nombre 
de Froude, la pente et la friction. 

Definition 5.5.1 Sur une pente constante, une riviere est dite en equilibre lorsque sa surface est 
parallele au fond. 




Theoreme 5.5.2 Une riviere en equilibre correspond a un nombre de Froude F necessairement 
donne par 




Demonstration : Ayant gf = 0, compte tenu de l'equation du profil, on doit imposer une 
indetermination en rendant nul le denominateur, c'est a dire en ecrivant 

\u\ fp 
c(q) V k 

d'ou le resultat. 

Corollaire 5.5.3 La donnee de la profondeur de reference determine completement l'ecoulement 
d'une riviere en equilibre. 

En effet, la donnee de q x determine c(g*), et connaissant le nombre de Froude, on en deduit la vitesse 
de reference. 
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Remarque 5.5.4 Sur le plan experimental, les mesures de la profondeur et de la vitesse de I'ecoulement 
sont relativement faciles a realiser. La mesure de la pentep Vest egalement. La mesure du coefficient 
de friction est par contre beaucoup plus difficile. Le theoreme precedent constitue un moyen efficace 
pour deduire la valeur du coefficient de friction k des valeurs de la pente p et du nombre de Froude 
F* par la formule 

k = ^ . 



Le theoreme precedent est surtout important pour les applications pratiques qu'il autorise. II 
reste a exprimer la vitesse A. On l'obtient en evaluant u par 

- u = - A+ - = ^-c(q) 

d'ou 

A =-*4*l - ,fl c ( q ), 
q V Q 

qui correspond bien a une vitesse d'onde de la forme Ai = u — c, ce qui est attendu, l'onde allant 
vers l'ouest, c'est a dire vers les x < 0. En prenant q = g*, on obtient 

A = - (i + yf) c (</*) = " (1 + F.)c(g,)- 
La vitesse u est donnee par 

u = - (1 + F») c(q x ) + 



q 

dont l'expression se reduit pour q = q* a 

u* = u(q*) = —F*c{q*). 

Notons que cette vitesse u x est toujours negative bien que la vitesse u puisse changer de signe, pour 
de tres petites valeurs de q par exemple. De son cote, la vitesse d'onde A est toujours negative. 

Remarque 5.5.5 Le signe du coefficient B a ete choisi de telle fagon d'avoir B < pour une onde 
de vitesse \ x = u — c, et B > pour une onde de vitesse A 2 = u + c. 

On peut reprendre tous ces resultats dans l'enonce suivant, en adoptant la notation 




Theoreme 5.5.6 Un etat M x = {q Xl m x ) est a I'equilibre lorsque son nombre de Froude est egal a 
A, c'est a dire 

= A q* c{q*) . 
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Plus precisement, M* est un etat de reference pour la droite d 'equation m = Aq — B telle que 
si Aq* — m x > 0, alors B = g*c(g*) , A = (1 + A)c(g*) , m» = A g« c(g*) , 

A/* — m* < 0, a/ors B = —q*c(q*) , A = — (1 + A)c((/*) , m* = — A q* c((/*) . 



Considerons maintenant un choc dont la valeur de reference est reliant deux etats Mq = 
(Qoi m o) et M = (q, m). D'apres l'etude precedente, les valeurs de profils q, q et q x sont liees par la 
relation 



<i* = | — — q go 



Si B > 0, et comme c(q) est une fonction croissante, le choc doit etre decroissant, et ce cas correspond 
a une vitesse caracteristique de propagation u + c(q). Si B < 0, au contraire, le choc doit etre 
croissant, ce cas correspondant a une vitesse caracteristique de propagation u — c(q). De plus, on a 
ici 

Z{q > qo) = V'^o"' 
et la courbe d'Hugoniot a pour equation 



m = q ± q{q-q ) a g- 



'/•• ' V -qq> 
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Nous allons utiliser ces notions pour construire plusieurs modeles de vagues utilisant le systeme 
de Saint- Venant. 



5.6 La modelisation des Roll Waves 

Les Roll Waves sont des vagues que Ton peut observer lors d'un ecoulement dans un canal incline 
avec une pente suffisamment forte et presentant une friction reduite. C'est le cas de canalisations 
en beton ou metalliques utilisees dans les centrales hydrauliques en montagne, pour amener l'eau 
du barrage aux turbines. On les retrouvent dans d'autres circonstances, comme dans le ruisseau qui 
suit une rue en pente ou lors d'un ecoulement sur un plan incline, comme par exemple un toit assez 
lisse. Dans chaque seas le rapport \p\ jk entre la pente et la friction doit etre suffisamment grand. 
Le systeme de Saint- Venant est bien adapte a la modelisation de ces Roll Waves, et notamment 
exigera un rapport entre la pente et la pression tel que 

M > 4. 

k 

Ceci impose pour un etat de reference a l'equilibre, un nombre de Froude superieur a 2 ; en effet 

F, = A = 
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On se place dans le contexte suivant : l'ecoulement descend un plan incline en allant de gauche a 
droite. La pente p est done negative et la vitesse de l'onde sera vraisemblablement positive. 
Les equations de Saint- Venant s'ecrivent done sous la forme suivante 

1+^ = , ^ + 2u^ + + t(«'-A'«) = 0. 

ot ox ot ox ox 

On note M x = un etat de reference de l'ecoulement qui soit a l'equilibre, ce qui implique 

les conditions 

A = — = — - , ou m x = A q x c{q x ) . 

q* q* c(q x ) 

La droite caracteristique associee a K + (M*), d'equation m = Aq — B est telle que 

B = g* c(q x ) , A = (1 + A) c(g*) . 

l'equation de profil s'ecrit 

g q* - g q 3 dq 



k (((1 + X)q - q*f - AW) 9x 
et en posant q = on obtient 

1 - e dq 



1 , 



k (((1 + A)£ - l) 2 - A^3) cfe 
Comme £ = 1 est une racine commune au numerateur et au denominateur, il reste 

1 + Z + e dq 



k (A 2 £ 2 — (1 + 2A)£ + 1) 



= 1 



Le profil de la vague, d'apres la section precedente, est constitue d'un choc necessairement decroissant, 
de vitesse A, precede et suivi de deux profils reguliers, egalement de vitesse A. 

On note M g = (q g , m g ) la valeur du profil a gauche du choc, et M d = (q d , m d ) sa valeur a droite 
du choc. On a necessairement 

q d < q, < q g , M g G K+{M,) , M d G K+{M,) , M d G H+{M g ) . 

D'apres l'etude dans le plan de phase, pour avoir un profil regulier croissant il est necessaire que 

M d G S + = { (q, m) | m 2 - X 2 gq 3 > } 

et 

Mg G S- = { (q, m) \ m 2 - X 2 gq 3 < } . 

Ainsi, la droite d'equation m = Aq — B doit traverser la courbe So = { m = X^fgq q } des etats 
d'equilibre, en allant de S+ vers II faut done que la tangente en M a So soit de pente superieure 
a la pente de la droite, e'est a dire A, ce qui se traduit, en comparant les derivees, par 

3 

- A ^fgq~* > A = (1 + A) y/gq^, 
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qui se reduit a | A > 1 + A c'est a dire 

A > 2 



Ceci constitue le condition attendue sur la pente de l'ecoulement. 

Le denominateur dans l'equation de profil admet deux autres racines : 



_ 1 + 2A - VT + lA _ 1 + 2A + VI + 4A 

6 " 2P 6t 6 " 2P ' 

qui sont toutes les deux inferieures a 1 lorsque A > 2. Apres une decomposition en elements simples 
il devient maintenant facile d'integrer l'equation de profil. On obtient, en posant 

Qi = 6 Q* , Q2 = 6 Q* 

l'expression 

q + og* ln ^ _ ^ + <h ln ^ _ ^ = x _ ^ + £ te ^ 
kA z k k 

ou 

i + 6 + ^i 2 , i + 6 + 

a = , o = — . 

x/l + 4A x/l + 4A 

La figure suivante represente un profil de Roll- Wave obtenu sur une pente correspondant a 
p = —0.09 et une friction de coefficient k = 0.01, ce qui donne A = 3. La profondeur de reference 
est q x = 2m, et les valeurs maximales et minimales au niveau du choc 

sont respectivement qg = 2.91m (note q 2 ) et qd = 1.30m, (note qi) soit un saut de 1.61m ce qui est 
relativement important. 

Le profil de l'onde est distribue sur une longueur de 233.52 metres, et seule la denivelee au 
niveau du choc est vraiment perceptible. La vitesse de l'onde est de 17.715 metres par secondes, 
soit 63.773 km/h. 

II est important de remarquer, pour ce qui concerne l'etude dans le plan de phase, que l'etat 
est tres proche de la courbe So qui represente le lieu ou le terme source S est nul. II est cependant 
bien inclus dans l'ensemble {S > 0} situe au dessus de la courbe So. Un croquis plus lisible est 
propose pour mieux se rendre compte de la demarche dans le plan de phase. 

Dans la seconde colonne, on a represente le profil de l'onde, qui permet de constater en par- 
ticulier que la moyenne de ce profil au niveau de l'onde n'est pas du tout egale a q . Elle en est 
bien inferieure. Ceci pourrait d'ailleurs permettre d'expliquer la creation de ces Roll- Waves, par un 
deficit intermittent de masse sur un petit intervalle qui provoquerait a terme la constitution de ce 
type de profil. On donne ensuite une representation du profil en situation, sur la pente, et il est 
alors difficile de deviner le profil de l'onde, sauf evidemment au niveau de la discontinuite. La valeur 
minimale correspond a q 2 = 1.18m. 

Pour de plus petites valeurs de qo, tout ces chiffres ce trouvent diminues, et de facon propor- 
tionnelle en ce qui concerne les hauteurs des profils. 
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5.7 La modelisation des Rogue Waves 



Le phenomene de Rogue Waves, ou de vagues scelerates est un phenomene ephemere qui apparait 
dans l'ocean hauturier, sous la forme d'une vague gigantesque et devastatrice, parce qu'elle accumule 
une quantite importante d'energie. On peut egalement parler de lame de fonds a une echelle plus 
petite. On propose ici un modele hydraulique, exploitant les equations de SaintVenant, en se limite 
a une seule dimension d'espace, dans le sens de la propagation de la vague, et en considerant que 
les mouvements lateraux au niveau de la vague sont uniformes. La validite de ce modele exige une 
grande longueur d'onde, particulierement en ocean profond. Bien entendu, la vague elle meme est 
de faible longueur d'onde, mais le phenomene global met en oeuvre l'interaction de deux vagues de 
grandes longueurs d'onde, et de relativement faible amplitude. 

On note H la profondeur de l'ocean et c s la vitesse sonique des ondes dans l'eau (c'est a dire 
c s = 1647 ms _1 ), la longueur d'onde de ces vagues doit satisfaire a une condition de la forme 




ou g est la constante de gravite. Cette condition traduit le fait que sur la distance (horizontale) 
d'une longueur d'onde X w , il y a au moins N interactions soniques entre le fond et la surface. Le 
modele de Saint- Venant est d'autant plus valable que iV est grand. En pratique, on exige TV > 25, ce 
qui induit par exemple une longueur d'onde superieure a 21400 m pour une profondeur de 3700 m 
de l'ocean. On suppose, pour fixer les idees, que la propagation se fait d'Ouest en Est. 
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5.7.1 La configuration initiale du modele 

On 

note toujours q la profondeur de l'ocean, et m son debit, u la vitesse de l'eau, avec 

m = q u , 

puis 

c = y/gq (= c(q)) 

la vitesse des vagues On tient compte de la friction, de coefficient k > (Strickler), mais a la 
difference de ce qui precede, et dans le seul but de simplifier l'expose, on suppose que le fond est 
plat (pente nulle, p = 0, d'ou A = 0). Dans cette configuration, et en notant x la variable d'espace 
et t le temps, le modele de Saint- Venant s'ecrit 

(It + m x = , (7.1) 

m t + 2u m x + (c 2 — -u 2 ) q x + k \u\ u = . (7-2) 

Le terme source est ici S = k \u\u„ et u = correspond a une racine double. On sait que les 
differents etats d'une meme onde sont decrits par une droite 

m = A q - B , (7.3) 

dans le plan de phase (q,m). Le parametre A est une constante qui correspond a la vitesse de 
l'onde, de la forme A = u re j — c(q re j) ou A = u re j + c(q re f) suivant que l'onde va d'Est en Ouest 
(signe — ) ou d'Ouest en Est (signe +), et pour un etat de reference M re f = (q re f,m re f) donne, avec 
f^ref = <lref u ref, bien entendu. Le parametre B est constant lui aussi, et est determine par l'etat de 
reference : B = m re f + A q re f. On note M l'etat de l'ocean a l'Ouest, a une distance suffisamment 
grande pour etre reputee infinie, et M x l'etat de l'ocean a l'Est, a une distance assez grande elle 
aussi, pour etre reputee infinie. dans les deux cas, ces distances sont superieures a la longueur d'onde 
de reference mentionnee plus haut, pour justifier l'utilisation du modele de Saint- Venant. Ces 
deux etats correspondent a des vitesses nulles (ceci est lie a l'hypothese simplificatrice de pente nulle 
du fond de l'ocean) ; ainsi M represente un etat M = (Qo, 0) et M x represente un etat M x = (</*, 0). 
On fait l'hypothese 

qo > q* ■ 

II suffit en pratique que l'inegalite porte sur une difference qo~q* de quelques dizaines de centimetres, 
meme lorsque l'ocean est de grande profondeur. Le profil de l'etat initial est constitue de deux 
branches qui se rejoignent en un etat P = (qp, nip) par exemple en x = 0, ce qui constitue le choix 
de l'origine. De l'etat P a l'etat M*, c'est a dire du cote Est, le profil est decroissant, caracterise 
par l'etat de reference M*. Les etats sont done situes sur la droite 

m = c* (q - q x ) , 

avec c* = c(q x ) = ^/gq* . On a en effet A = c* et B = c x q x pour cette partie du profil. L'expression 
du profil est obtenue en inversant la relation de profil 

iP E {q) = x , (7.4) 
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l'indice E indiquant l'Est. Le profil inverse tpE(o) etant determine par 



£?2 _ c 2q2 

^ {q) = k \ Aq — B \ (Aq — B) ' M<1p) = ° " 

On a necessairement q x < q$ < qp , pour assurer la croissance de la partie Ouest du profil, puis 
la decroissance de la partie Est. On aura done un flux positif : Aq — B = c x (q — q x ) > 0, et en 
posant £ = ^-il vient 

,, , , i-e i+t+e- w 3 \ 



d'ou 



L'inversion de cette fonction, compte tenu de iI>e{q) = %, permet d'exprimer q comme une fonction 
decroissante de la variable x et valant qp lorsque x = . Dans la partie Ouest du profil (qu'on 
indique par un indice W), l'etat de reference M re f = (q re f, m re f) doit correspondre a une profondeur 
verifiant 

Qref > QP (> Qo) , 

pour assurer la croissance du profil. En effet, la vitesse de reference associee a l'etat M re f e'est a 
dire 

771 f 

A re f = + c re/ , avec c ref = c(q ref ) = y/gq re f , 

Qref 

est aussi la vitesse du profil Ouest de l'onde, et est positive. La droite representant ce profil dans 
l'espace des phases est de la forme 

m = m ref + A ref (q - q ref ) , 

et elle passe par l'etat M = (qoi 0). On a done 

iriref = A re f (q re f — go) , B re f = c re f q re f . 

Le profil inverse est determine par une fonction xpw verifia 

nt 

£j2 _ c 2 q2 

ip'wiq) = ttt . iPwM = o , 

k {A ref q - B ref ) 

avec qo < qp < q re f . Le profil initial de l'onde est ensuite obtenu en resolvant point par point 

ipw(q) = x . (7.5) 



Pour que le niveau </o s °it atteint a l'infini vers l'ouest, </o doit etre racine du denominateur, e'est a 
dire 

A t - 
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On pose 



q c Qo 

> so 



Qref 



Qref 



F 



m 



ref 



ref 



Cref Qref 



(nombre de Froude) 



pour obtenir 
c'est a dire 

ip w {q) = K 



Qref 



k (F ref + iy 



1 

Irej 



< - 26 + 



6(6-4) , i — e. 



+ 



e-6 



qp~q 2 



qo 



avec 



+ 2 (g P -q) + (q - 4g re/ ) /n 



K 



Q-Qo\ . {fief - 9o) (9 - 9p) 



+ 



qp- QoJ qref (q - qo) (qp - qo) 



k (F ref + iy 

Le profil initial est determine par la formule ipw(q) = x pour x < et par ipE{q) = % pour x > 0. 
II est croissant pour x < et decroissant pour x > 0, et continu en x = ou il prend la valeur qp. 



5.7.2 L'evolution du profil 

Le profil est destine a se deplacer vers l'Est, avec des vitesses respectivess A re f et c* differentes pour 
chacune des parties Ouest ou Est. Le profil Ouest etant legerement plus rapide, on verra se former 
un relevement de la crete du profil, a la jonction des deux parties. La partie gauche de cette crete 
correspond a la continuite du profil Ouest, pour des profondeurs q allant en croissant de la valeur 
qp a la valeur maximale q re f. 

La partie droite de cette crete correspond a une discontinuity, c'est a dire un choc, dont la 
localisation est imposee par la conservation de la masse : a chaque instant t, l'eau contenue dans ce 
relevement de la crete provient du volume de la colonne d'eau de longueur (A re f — c*) t qui a ete 
deplacee entre temps. On note q g (t) et qd(t) les profondeurs d'eau respectivement situees a gauche 
et a droite de cette discontinuity, puis x (t) sa position. On a toujours 

q* < qd(t) < qp < q g (t) < q re f ■ 

Le profil Ouest se deplacant a la vitesse (constante) A re f, on l'obtient tout simplement en inversant, 
a chaque instant t, la relation 

tp w (q) = x - A ref t 

pour x < xo(t), la fonction xpw ayant ete definie plus haut. De la meme facon, le profil Est est 
obtenu en inversant la relation 

ip E (q) = x - c*t 
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pour x > xo(t), avec la fonction ipE definie plus haut. Toujours a t fixe, les profondeurs q g (t) et 
qd(t), et la position x (t) sont liees par trois conditions, qui impliquent trois equations. La premiere 
exprime que q g (t) est la valeur du profil Ouest lorsque x = Xo(t), c'est a dire 

i>w{q g (t)) = x (t) - A ref t . 

La seconde exprime que qa(t) est la valeur du profil Est lorsque x = xo(t), c'est a dire 

^E{qd{t)) = xo(t) - C*t . 
La troisieme est donnee par la relation de compatibilite de Rankine Hugoniot 



, /( , , n , I Qd(t)+q g (t) A ref q c* q x 

(Qg(t) ~Qd(t))\ 9 - 77-s m + 77^ 777 = Aef 

s 2q d (t)q g (t) q g (t) q d {t) 



qui traduit la conservation de la masse. Une methode de dichotomie appliquee sur le parametre 
x o(t) permet la determination simultanee de ces trois parametres. En pratique, il est cependant 
plus facile de determiner Xa(t) en testant directement la conservation de la masse. Prenons deux 
points Xi et x 2 tels que 

xi + A re f t < x (t) < x 2 + c» t . 
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Si tel n'est pas le cas on augmentera x 2 ou on diminuera x\ suffisamment. On note Mo l a masse 
comprise entre les points x x et x 2 a l'instant initial : 



rX2 r>0 rX2 

Mo = / q(x, 0) dx = q w (x,0) dx + / q E (x,0) dx , 

J x\ J x\ JO 

en notant q w et q E les profondeurs respectives des profils Ouest et Est. On doit retrouver cette 
meme masse a chaque instant t entre les deux trajectoires d'equations 

<{t) = A ef , q "f ref A - , ^(0) = x x , (7.6) 



et 



q\V (Xl(t) - Aeft) 



x' 2 (t) = c» { 1 — § ) , x 2 (0) = x 2 , (7.7) 



c'est a dire qu'en posant 



on a toujours 



qE (x 2 (t) - cj) 



rx 2 (t) 

M(t) = / q(x,t) dx 

Jxi(t) 



M(t) = Mo . 

Notons que la quantite M(t) peut etre calculee explicitement par 



r (t) = q xp' w (q) dq + q ip' E {q) dq , 

JqiU) JQrl(t) 



'gi(t) Jid{t) 

en notant q\{t) = qw( x i(t)) , q2(t) = qE{x 2 {t)) . Ce calcul ne fait intervenir que des primitives de 
fractions rationnelles. Encore plus simplement, en disposant des fichiers informatiques donnant qw 
a l'Ouest d'un point xo et q E a l'Est de ce point xq, on peut evaluer 



rxo fX2[t) 

F(x ) = qw dx + q E dx , 

J X\(t) J XQ 

puis determiner xq = Xo(t) tel que 

F(x ) = Mo 
en remarquant que F est une fonction croissante. 

Ce dernier procede a ete utilise pour obtenir les resultats de la figure precedente. Pour cet 
exemple, on avait pris q x = 3700 m et go = 3700.2 m, puis q re f a sa valeur maximale, c'est a dire 
qref = 3731.6737 m dans notre cas. Ceci a induit la valeur de q Pl c'est a dire q P = 3715.8087 m 
ici. Le coefficient de friction a ete pris egal a k = 0.45 . II faut noter que la valeur de la friction 
est tres influente sur la longueur d'onde des profils : de plus petites frictions donnent de plus 
grandes longueurs d'ondes. Pour des ecoulements hydrauliques terrestres, les valeurs de la friction 
sont habituellement bien plus faibles, mais correspondent aussi a des profondeurs bien moindres. II 
parait ainsi naturel de considerer que pour des profondeurs bien plus grandes, ce coefficient doive 
etre reevalue. A l'instant t = 1000, l'amplitude du choc q g — qa atteint la valeur de 11 m, entre les 
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deux mailles adjascentes a sa position calculee x (t) . L'erreur relative de masse est de l'ordre de 
10~ 4 , les trajectoires x = x\(t) et x = X2(t) ont ete approchees par une simple formule de trapeze, 
compte term de la faible variation de la profondeur aux voisinages des trajectoires X\(t) et x 2 (t) qui 
ont ete choisies relativement loin du choc. 

En augmentant legerement la valeur de go, ont voit apparaitre des chocs plus importants. 
Ainsi, dans l'exemple suivant, avec q = 3700.8 m, on obtient les valeurs q re f = 3763.8773, et 
qp = 3731.8248. L'amplitude du choc q g — qa est egale a 33.787 m. La crete de vague culmine a plus 
de 50 metres au dessus du niveau de la mer. 



5.7.3 Interpretation graphique dans le plan de phase 

On propose ici une interpretation graphique dans le plan de phase (q, m) en s'aidant de la figure ci 
dessous. 

Les etats M* et M son t represented sur l'axe des q, puisqu'ils correspondent a des valeurs m* 
et mo nulles. La droite passant par M* correspond a K+(M*), d'equation m = c x (q — q x ) 1 et decrit la 
partie Est de l'onde. La droite passant par M correspond a H + (M re f) d'equation m = A re f(q — q ), 
et decrit la partie Quest de l'onde. Ces deux droites se rencontre en un point P. L'onde de choc est 
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representee par le segment M\M r , avec M\ coulissant le long de la droite H + {M re f), (onde Ouest), 
de P a M re f, et M r coulissant le long de la droite K + (M*) (Onde Est), de P a M*. Le segment 
MiM r n'est pas exactement un segment de droite, et son equation est obtenua partir de la relation 
de Rankine Hugoniot. L'amplitude maximale est atteinte quand la premiere echeance, entre Mi 
arrivant en M re f ou M r arrivant en M* est realisees. Apres cet instant, la vague va s'effondrer et le 
modele de Saint- Venant n'est plus adapte a la description de cette phase, les distances etant trop 
courtes par rapport a la profondeur de l'ocean. 

Notons que l'echelle de la figure a ete fortement modifiee, pour une meilleure lisibilite du croquis. 
En pratique, les deux droites H + (M re f), K + (M*) et le segment M t M r semblent confondus. 



5.8 La modelisation du mascaret 
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5.9 L'eau vive et l'eau dormante : les lacs et le littoral 



5.9.1 Les vagues de surf 
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Chapitre 6 

Cyclones et Tourbillons 



Les cyclones et les tsunamis sont des phenomenes de grande echelle au niveau de la planete, et 
peuvent etre modelises par des ondes sources, solutions de systemes hyperboliques non homogenes. 
Pour les cyclones, le systeme porte sur les deux composantes de la vitesse du vent, a deux dimensions 
d'espace, a l'altitude zero, et son ecriture est relativement proche des equations d'Euler. En ce 
qui concerne les tsunamis, il faut distinguer les differentes etapes constitutes de sa generation, sa 
propagation et son arrivee sur un littoral. Le modele de detonique (section 3.7) permet d'analyser 
sa formation eventuelle apres un seisme. Le modele de Saint- Venant, compte tenu de l'echelle et des 
longueurs d'ondes des profils d'onde, est bien adapte a l'etude de la propagation en zone hauturiere, 
puis en zone littorale et meme en recouvrement du littoral. On retrouvera une forte analogie avec les 
Rogues waves du chapitre precedent (Section 4.6). II s'agit egalement d'un probleme pose en deux 
dimensions d'espace, qui peut se reduire le plus souvent a une seule dimension, dans la direction de 
propagation. 

II parait necessaire pour traiter ce type de problemes de travailler au niveau d'une carte 
geographique. II faut cependant s'assurer que les distances et les directions (ou caps) sont bien 
respectees. Ce n'est pas le cas dans la plupart des referentiels cartographiques en ce qui concerne 
les caps, sauf lorsque la projection est conforme (c'est a dire qu'elle conserve les angles). Ce n'est 
jamais le cas en ce qui concerne les distances. Cependant l'usage de la carte geographique est in- 
contournable pour representer les resultats. II devient done necessaire de separer les calculs de la 
representaion des resultats. Les calculs se feront au niveau du sol terrestre, done a la surface d'un 
ellipsoide de revolution, en utilisant la longitude A et la latitude (f> exprimes en radians, c'est a dire 
sans dimension en unites MKS. Les resultats seront represented sur une carte geographique utilisant 
une projection conforme, par exemple la projection de Mercator, afin de conserver une perception 
exacte des caps. 

6.1 Le referent iel cartographique 

Le "globe terrestre" est en fait un ellipsoide de revolution de parametres a = 6378135 m et b = 
6356750 m. Dans un referentiel X, Y, Z donr l'origine O est au centre de la terre, et les deux axes 
OX et OY dans le plan de l'equateur, l'equation de la surface est donnee par 
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En fonction des parametre de longitude A et de latitude <fi, on obtient 



avec 



X = a coscj) cosX 
Y = a cos(j) sinX 
Z = b sintj) 



7T , 7T 

-7T<A<7r, --<<£< 



On note 



Va 2 - b 2 



2 



0.0818198 



a 

l'excentricite de l'ellipse correspondant a la trace de la surface de la terre dans un plan contenant 
l'axe des poles OZ. En notanr R s un coefficient correspondant au produit du rayon d'un parallele 
(d'equation = Constante) par l'echelle de la carte, on represente ci dessous la superposition de 
deux cartes de l'Atlantique nord. 



Mercator 



V. - Acores 



Cap Vert 



Ocean Atlantique 



On note x et y les coordonnees d'un point de la carte. Le trace rouge correspond a la representation 
simpliste 

x = R s A , y = R s (j> . 
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Cette representation ne respecte ni les distances ni les caps, et les directions reperees sur la carte 
ne correspondent pas a des azimuts effectifs. Le trace bleu correspond a la projection de Mercator : 

„ „ / / 7r (f)\\ ( 1 — e sine, 

x = R s X , y = R s In tan I — + — 



4 2 / / \ 1 + e sin 

e 

Le coefficient E((f>) = ( j^ e Ij^ j 2 decroit de 1 a 0.9950 lorsque <f> varie de l'equateur a 50 ° N. II est 
quelquefois pris egal a 1 , ce qui correspond a faire tendre e vers zero, autrement dit a assimiler la 
terre a une sphere. Ceci represente une erreur bien entendu nulle a l'equateur, de l'ordre de 0.5% 
a la latitude 50 ° N, et jusqu'a 0.65% a la latitude 75 ° N. La representation donnee ici prend en 
compte le coefficient E((j)). 

On observe une nette difference entre les deux representations notamment vers le nord, la 
projection de Mercator deplacant les contours vers le nord, par rapport a leur position donnee par 
la representation simpliste. Ce deplacement vers le nord serait encore un petit peu plus important si 
la terre est supposee spherique. Cependant, dans la region du tropique du Cancer, vers 23.27 ° N, la 
difference n'est pas perceptible. S'agissant de la region qui nous interesse dans le cas des cyclones, 
on fait le choix d'utiliser une projection de Mercator a partir d'une sphere dont le rayon est egal a 
la distance d'un point du tropique ((f) = 0.40614 radians) au centre de la terre, soit 



R T = V a2 cos2 <\> + b2 siri 1 ^ = 6374802 m 
Ceci conduit a la transformation 

' TV (f) 

x = i? s A , y = Re In \ tan 



4 2 

ou R s est le produit de R par un facteur d'echelle. En utilisant l'identite 

In ^tan ^— + 7^^ = Argsh (tan((f>)) , 

la transformation inverse est donnee par les formules 

x ( ( y 

X = — — , 6 = Arctan [ sh [ — — 



R s V V Rs 

II s'agit d'une tranformation conforme, puisque 

dy_ _ R s 

d(f> cos (f> 

d'ou un rapport des derivees 

3T , 2-7T R T cos 6 

M. = cos 6 = , 

%L r 2tt R t 

dip 

qui est le rapport de la longueur du parallele a la longueur du meridien. De meme, le rapport entre 
un element de longueur de parallele a un element de longueur de meridien est conserve, ce qui 
signifie la conservation des angles et done la conformite de la transformation. 
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6.2 Les equations du vent : des Alizes au Pot-au-noir 



da 

+ c dz = 


1 

P 


dP 
dX 


db 

+ c oz = 


1 

P 


dP 
dY 


dc 

+ c dz = 


1 

P 


dP 
dZ 



Compte tenu de la taille du phenomene relativement a la dimension de la Terre, il nous faut trans- 
former les equations d'Euler, en dimension 3 d'espace, dans un systeme de coordonnees spheriques 
compatible avec les notions de paralleles, de meridiens et done plus facile a cartographier. On notera 
u la composante de la vitesse dans la direction Ouest-Est, dans le plan du parallele, et la variable 
dans cette direction est la longitude notee A, comme precedemment. On notera ensuite v la compo- 
sante de la vitesse dans la direction Sud-Nord, dans le plan du meridien, et la variable dans cette 
direction est la latitide notee cp, comme precedemment. Enfin la composante verticale de la vitesse 
est notee w, dirigee du sol vers le zenith, et la variable dans cette direction est notee r, pour la 
mise en equation, puis on utilisera ensuite z = r — R, plus commode pour designer la dimension 
verticale au dessus du sol (r > R). 

Les equations d'Euler en dimension 3 d'espace sont donnees par 

da da da 

m +a dx +b W 

db db db 

m +a dx +b W 

dc dc dc 

m + a dx +b W 

en notant a, 6, c les composantes de la vitesse dans le systeme de coordonnees X, Y, Z, puis P le 
champ de pression, puis p le champ de densite, qu'on peut prendre constant, de valeur 

p = 1.3 kg/m 3 . 

Le changement de variables s'ecrit 

X = r coscp cos\ , Y = r coscfi sinX , Z = r sincfi . 
La transformation du vecteur vitesse est obtenue par 

a = —sin\ u — sincfi cosX v + coscp cosX w , 

b = cosX u — sincfi sinX v + coscp sinX w , 
c = coscp v + sincp w . 
Son inversion donne les trois formules : 

u = —sinX a + cosX b , 

v = — sincp cosX a — sincp sinX b + coscp c , 
w = coscp cosX a + coscp sinX b + sincp c . 



On obtient a partir de ces formules les resultats preliminaires suivants. 
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Proposition 6.2.1 Pour toute quantite Q fonction reguliere de X, Y, Z, on a 

u dQ v dQ dQ dQ , dQ dQ 

+ _ "ttt + w — — = a — — + b — — + c 



et 



r coscp dX r d(f> dr dX dY dZ 



— — = — r cos® smX — — + r cos® cosX — — , 
dX dX oY 

dQ . dQ . . dQ , dQ 

— — = — r sin® cosX — — — r sin® smX — — + r cos® — — , 
aq> dX dY dZ 

dQ dQ . dQ dQ 

— — = coscp cosX — — + coscp smX — — + sm<p — — . 
dr dX dY dZ 



En utilisant ce resultat et les formules de changement de variables et de vitesses, on aboutit 
aux equations d'Euler sur la sphere : 
pour la composante Ouest-Est, le long du parallele, 

du u du v du du 11 dP uv uw 

^7 + 1^7 + ~77I + w x h 1 _ T7T = — tan{<p) - — , 

at r coscp oX r oq> or r coscp p oX r r 

pour la composante Sud-Nord, le long du meridien, 

dv u dv v dv dv 1 1 dP u 2 vw 

«7 + laT + ~ t7 + w n~ + ~ ~ «T = tan(4>) , 

at r coscp oX r ocp or r p ocp r r 

et pour la composante verticale, en direction du zenith, 

dw u dw v dw dw 1 dP u 2 + v 2 

dt r coscp dX r dcp dr p dr r 

Lorsqu'on tient compte de la rotation de la terre, dont la vitesse angulaire est constante et 
donnee par 

27T 2n n 

~ 24 heures ~ 86400 ~ 43200 ' 
le repere precedent est un repere mobile, on doit ajouter aux equations precedentes, l'acceleration 
de Coriolis a la latitude cp, de la forme 

—2 Q sincp v 
2 Q sincp u 


On adoptera la notation 

CJn = 2 fin ( = ) , CO = Uln Sincp 

V 21600/ ' ^ 
pour representer le coefficient du terme de Coriolis. 
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On s'interesse maintenant aux vitesses de vent au niveau du sol, ce qui revient a fixer r = Rt , le 
rayon de la Terre R T etant estime au niveau des tropiques. Seules les equations sur les composantes 
horizontales de la vitesses, u et v, seront retenues, en convenant que la composante w est nulle et 
que le terme de pression est completement compense par la force de gravite, c'est a dire 

1 dP 

- — + g = . 

p or 

II convient egalement d'inserer dans le modele un terme de friction, de coefficient k > 0, qui vient 
s'ajouter au terme de Coriolis. Les deux constantes k et uj correspondent a des frequences en terme 
d'unites ( exprimees en On obtient le modele a deux equations suivant : 

du u du v du 1 dP uv 

«7 + d laT + ~B~aI + ~B J^V = ~5~ tan W) ~ ku + w o sine/) v , 

dt Rt coscp OA Rt dep pRt coscp d\ R T 

dv u dv v dv 1 dP u 2 

dt R T coscp d\ R T dq> pR T dq> R T 

On considere que les variations du champ de pression sont lentes par rapport a la vitesse du 
vent, ce qui permet d'interpreter le terme de pression comme une donnee a integrer au terme source. 
On note u* et v x les racines du terme source, solution du systeme de deux equations algebriques 

tanU) 1 dP 

k u x - w sincp v x - — u x v x = — , 

Rt pRt coscp dX 

tanU) 2 1 dP 

w sincp u x + k v* + — - — m, = ^r^rr ■ 

R T pRt dep 

On constate immediatement que v x peut s'exprimer en fonction de u x a partir de la seconde equation, 
ce qui, reporte dans la premiere equation, la transforme en une equation du troisieme degre, qui a 
toujours une solution. L'unicite n'est pas garantie en general, et depend entre autres des valeurs du 
gradient de pression. Cependant on peut se rendre compte aisement que les coditions de non unicite 
correspondent a des valeurs des vitesses qui ne risquent pas d'etre atteintes... 

Dans le plan des vitesse (u,v), ou plan de l'hodographe, la premiere equation correspond a une 
hyperbole ayant pour asymptote verticale la droite d'equation u = —ooq Rt coscp, et pour asymptote 
horizontale le droite d'equation v = k Rt cotan(cp) . On peut remarquer qu'a l'equateur, l'asyptote 
verticale correspond a une composante de la vitesse de l'ordre de 927 m/s, soit 3330 km/h... et a 
une latitude de 45 ° N, a 650m/s soit 2360km/h... ce qui depasse largement la vitesse du son dans 
l'air et n'a jamais fait partie d'aucune prevision. La seconde equation correspond a une parabole 
ou v atteint une valeur maximale pour u = — |wo Rt coscp, soit exactement la moitie de la valeur 
precedente, ce qui reste encore une valeur irrealiste pour la vitesse du vent. Les deux courbes 
sont representees dans la figure precedente, pour plusieurs latitudes de l'hemisphere nord. On note 
que pour u > — |dJo Rt coscp, la premiere courbe represente v comme une fonction stictement 
croissante de la variable u , notee vi(u), et que la seconde courbe represente v comme une fonction 
stictement decroissante de la meme variable u , notee v 2 (u). L'unicite est effectivement assuree si 
u > —ojq Rt coscp . En effet, s'il existe deux points d'intersection de ces deux courbes, l'un est situe 
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necessairement entre u = —uiq Rt coscp et u = — tj^o Rt coscj), et il suffit de comparer les derivees 
entre cette racine et u = +00 pour en deduire qu'aucune autre racine n'est possible, comte tenu de 
la valeur de w, la decroissance de la parabole devenant trop forte. 

II reste a estimer la valeur du coefficient de friction k . On peut remarquer, au moins pour (f> > 0, que 
sa valeur n'est jamais intervenue dans une condition d'existence ou d'unicite de la racine recherchee. 
La valeur de la friction aura cependant une influence non negligeable sur la valeur de cette racine. 
La figure ci dessus represente les courbes v = v\{u) et v = v 2 (u) lorsque k = 1CT 7 . On cosntate 
que les plus fortes valeurs des vents sont obtenues pour la plus petite valeur de </>, ici 1 ° N, c'est a 
dire tres pres de l'equateur. Ceci n'est pas du tout realiste : les navigateurs appellent cette zone le 
pot-au-noir par anologie au pot qui servait a l'epoque a contenir le cirage, noir, comme les nuages 
de pluie sur leurs tetes, et le cafard, la deprime et l'angoisse, quelquefois la faim, eprouves pour 
le manque de vent interminable... Les anglais parlent des doldrums pour designer cette zone. En 
diminuant encore la valeur de k, on aboutit a une absurdite, la vitesse des vents devenant infinie... 
et ne risque done pas d'encalminer les navires. 

On en conclut qu'il ne faut jamais negliger la friction, et les figures suivantes, pour lesquelles 
k = 10~ 4 sont instructives pour donner une estimation de la valeur de la friction, le phenomene de 
pot-au-noir etant bien represente pour </> =1 ° N. 

On avait ui = = 1-4544 10~ 4 , ce qui amene a constater que les valeurs des coefficients de 
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friction k et de Coriolis ui sont du meme ordre. En negligeant les termes quadratiques, les equations 

v = v 1 (u) , v = v 2 (u) 

deviennent un systeme lineaire : 

1 dP -j. i 1 dP 

h - cj sincf) = -— , cj simp u* + k v x = ^-ttt , 

pilT COS(p OA pRx 0<p 

dont la resolution est immediate. On obtient 

uj sin<j) 1 dP k 1 dP 

k 2 + co 2 sin 2 (f) pRx dip k 2 + u> 2 sin 2 (f) pRx coscf> d\ ' 

et 

k 1 dP Wo sin<j) 1 dP 



+ 



k 2 + uj 2 sin 2 (f) pR T d(p k 2 + cu 2 sin 2 (f) pR T coscfr d\ 
On constate effectivement que lorsque <j) devient nul, le coefficient 



CJq SITK, 



k 2 + cjn sin 2 1 



devient bien nul lorsque /c^O, et devient infini lorsque k = 0, ce qui rejoint completement les 
remarques precedentes. La largeur de la zone de pot-au-noir depend de la valeur de k et de ; 
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cette zone est d'autant plus large que k est important et que ^ est faible. Pour se donner une idee 
de l'echelle des gradients de pression, on peut evaluer de que donne un accroissement de 1 mBar 
sur un degre de latitude, soit 111 km environ. On aura AP = 100 pascals et A(f> = j^, d'ou 

AP 18000 1 AP . 

— — - = ~ 5730 , et — — — ~ 6.9 10~ 4 . 

A<fi 7T p R T 

On retrouve cette meme valeur d'echelle, de l'ordre de 10~ 4 . 

Dans les deux figures precedentes, pour k = 10~ 7 comme pour k = 10~ 4 , les deux courbes 
v = Vi(u) et v = v 2 (u) ont ete dessinees, ainsi que des droites correspondant aux equations du 
systeme lineaire obtenu sans les termes quadratiques. La difference entre chaque courbe et la droite 
correspondante est imperceptible. 

Ces figures correspondent a des donnees realistes dans la zone intertropicale, c'est a dire entre le 
tropique du Cancer et l'equateur pour 1'hemisphere nord. On a simule la presence d'un anticyclone 
vers la latitude 30 ° N, ce qui peut correspondre a une position possible de l'Anticyclone des Acores, 
pour l'Atlantique nord. Ainsi le terme |? est positif, bien plus important que |j , qui a ete pris 
positif lui aussi. On obtient une composante de la vitesse m*, le long du parallele, qui est negative, 
done orientee vers l'ouest, et une composante v x negative elle aussi, done orientee vers le sud. Cette 
zone est appelee ITCZ, pour Inter Tropical Convergence Zone, ou Ton observe que le vent apporte 
de l'air (et des nuages charges d'humidite) de la zone tropicale vers d'equateur, ou leur vitesse 
devient nulle (le terme |? se reduisant egalement, pour devenir nul en (f> = 0) ce qui explique les 
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pluies equatoriales et la zone du pot-au-noir. Plus loin, vers l'ouest, les vents de vitesse 

vont contourner l'Anticyclone, et se dinger vers les Caraibes et le Golfe du Mexique : il s'agit des 

Alizes. 

En reprenant le systeme d'equations non lineaires v = Vi(u), v = v 2 (u) , on obtient en multipliant 
la premiere par u et la seconde par v, puis en les ajoutant, la relation : 



qui exprime que Tangle entre le gradient de pression et la vitesse est proportionnel a k^/u 2 + v 2 , 
c'est a dire faible en general, quand les vents ne sont pas trop importants, et ceci d'autant plus que 
la valeur de k est faible. Ceci provient de l'observation que la vitesse est proche d'etre orthogonale 
au gradient de pression, lui meme normal a l'isobare (P = Cte), ceci dans le plan horizontal, d'ou 
la remarque suivante : V orientation de la vitesse est proche du champ tangent aux isobares, la haute 
pression etant situee a droite et la basse pression a gauche de Yecoulement, de plus la force du vent 
est quasiment proportionnelle au gradient de pression. 

La formule precedente procure egalement un argument pour evaluer la valeur du coefficient de 
friction k. On considere un vent d'Alize moyen, correspondant a u = —5 m/s (soit 18 km/h) et 
v = 0.5 m/s (soit 1.8 km/h) et un gradient de pression tel que 



k (u 2 + v 2 



) 



u dP 
pRTCos(p d\ 



v dP 
p R T d(/> 



1 dP 



~ 1(T 4 



1 




pRtcoscP d\ 



p R T d(j> 
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et en identifiant on obtient 

k ~ 10~ 5 , 

qui apparait done comme une valeur realiste du coefficient de friction. 



6.3 Calcul des trajectoires des cyclones 

Le champ de vitesse (it*, w*) , determine par la racine du terme source, induit des trajectoires 
caracteristiques, d'equations differentielles 

X (*) = ~5 7 > <M*) = —5 ' 

dont la resolution permet de suivre les deplacements des vents, et des phenomenes deplaces par ces 
vents. 

Les cyclones font parties des objets deplaces par les Alizes, dans l'Atlantique nord, depuis 
leur generation dans la zone du Cap Vert, vers les cotes des Caraibes et d'Amerique du Nord, 
en contournant l'Anticyclone des Acores. reintegration de ces equations permet done d'obtenir les 
trajectoires des cyclones pour une distribution de pression atmospherique fixee. Bien entendu, 
le calcul de la trajectoire au cours du temps doit etre reactualisee a chaque instant en fonction des 
variations du champ de pression atmospherique, qui est cependant bien plus lente que les mouvement 
des vents dans la realite. On n'observe pas de feedback entre la presence d'un cyclone et le champ de 
pression en general, les echelles etant tres differentes. Une interaction peut cependant etre constatee 
pour les cyclones gigantesques, tel Wilma dans le seconde partie de sa course, en octobre 2005. 
La figure ci dessous represente le resultat d'une simulation numerique. 

Le cyclone a ete genere pres des iles du Cap Vert, au point de longitude 27.5 ° Ouest et de 
latitude 16 ° N. Le coefficient de friction a ete pris egal a k = 3.5 10~ 6 . Les autres parametres sont 
deja connus. L'Anticyclone des Acores a ete represente par une expression de la forme 



PCA 6) = P ■ + (P -P ) e~( ?2+??2 ) 

-i ^/\, j -i mm ~ V max 1 mm) c 



avec 



i = -j- ((A - A ) cosO + ((f) - (f) ) sinO) , r\ = ^- (- (A - A ) sinO + ((f) - </» ) cosO) , 



et 



9 = 1.457T , A = 0.36 , B = 0.54 , Pmin = 998 mBars , Pmax = 1020 mBars , 

et dont le maximum est situe au point de longitude 40 ° Ouest et de latitude 36 ° N. La methode 
d'Euler a ete utilisee pour integrer les equations differentielles, avec un pas de 6 heures, sur une 
duree de 11 jours. Les resultats sont obtenus instantanement. Les calculs ont ete effectue sur la 
sphere, puis reportes sur la carte par une projection de Mercator, qui conserve les directions. 
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L'influence du terme de friction est tres importante. Une variation de 15% en plus ou en moins 
donne des deplacements consequents de la trajectoire, et bien entendu, une plus forte friction va 
diminuer la vitesse. 

La figure ci-dessus represente le calcul precedent, en rouge, ainsi que deux autres calculs, en bleu 
clair, pour des coefficients de friction augmentes ou diminues de 15% par rapport au cas precedent. 
La friction la plus faible correspond a la courbe la plus au nord, done plus proche de l'isobare. On 
constate que dans le cas de la friction la plus grande, la trajectoire est plus courte. 

On note aussi un rapprochement des points, qui est du a la diminution du gradient de pression, 
et done de la vitesse des Alizes. 

La figure suivante correspond a une situation ou deux anticyclones sont presents, l'un proche 
des Acores, et l'autre aux U.S.A., au niveau de l'Oklahoma ou du Kansas. On observe l'apparition 
d'un col de pression, et suivant la valeur du coefficient de friction, la trajectoire parvient ou non a 
le franchir, et chaque cas genere une trajectoire tres differente. 

Une legere perturbation des coordonnees du centre de l'un ou l'autre des deux anticyclones, de 
moins d'un degre quelquefois, va egalement generer des trajectoires tres differentes. On retient done 
une tres grande sensibilite du modele relativement au coefficient de friction et a la distribution du 
champ de pression. 

Une autre source de perturbation de la trajectoire provient de la precision du calcul. Les deux 
dessins suivants representent les resultats de calcul de trajectoires utilisant dans le premier cas 
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un pas de discretisation en temps At egal a 4.5 heures, et dans le second cas a 3.5 heures. Cette 
difference relativement reduite change completement la trajectoire intermediaire, en rouge, sans 
beaucoup modifier les deux autres. 



Les calculs ont ete effectues par la methode d'Euler explicite. On pose t n = nAt pour n = 
0, 1, 2, ... et on approche X(t n ) et respectivement par les quantites \ n et calculees de proche 
en proche par les formules 



et 

<f>n+l 



At 



R T cos((j) ri 

V*(K, <t>n) 



Rt 

les valeurs u*(\ ni (fi n ) et v*(\ n , (fr n ) etant evaluees en appliquant les formules donnees au paragraphe 
precedent, ce qui necessite 1'evaluation du gradient du champ de pression P. Les valeurs initiates A 
et (j) dont determinees par la position initiate (c'est a dire A(0) , </>(0)) du cyclone, pres des iles du 
Cap Vert en general. 

La methode est d'ordre un en precision, ce qui signifie que l'erreur d'approximation est proportion- 
nelle a At. On observe que pour les valeurs de At les plus petites, done dans le cas relativement 
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le plus precis le calcul donne pour la trajectoire intermediate une orientation vers le nord, tandis 
qu'une legerement plus grande valeur de At va lui donner une orientation vers le Sud-Ouest, presque 
diametralement opposee. Ceci est du a un effet de seuil, le passage du col en pression n'etant plus 
possible. La difference de precision sur les deux autres trajectoires reste insignifiante. 



6.4 L'oeil du cyclone 

Notre interet va maintenant se fixer sur le phenomene du cyclone proprement dit, et en particulier 
la formation de l'oeil. L'echelle du phenomene se reduit a quelques degres de diametre, et on pourra 
se fixer une latitude de reference (/>* pour simplifier le modele. La geometrie attendue est de symetrie 
circulaire, des vents violents venant contourner un cercle interieur, l'oeil du cyclone. Ainsi, l'echelle 
des valeurs des vitesses va augmenter considerablement au voisinage du centre du cyclone. On 
reprend les champs de vitesse des alizes, 

u sin(j> 1 dP k 1 dP 

k 2 + ui 2 sin 2 (j) pR T d<p k 2 + uj 2 sin 2 (p pR T coscj) dX 

et 



v* 



dP co sincf) 1 dP 



k 2 + cu 2 sin 2 (f) pR T dcf> k 2 + u 2 sin 2 (f) pR T coscp d\ 
On considere qu'un phenomene se propageant exactement a cette vitesse n'absorbe pas d'energie 
au contact de la surface de l'ocean, supposee chaude. Pour une vitesse (it, v) differente, on assiste a 
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l'absoption d'une quantite d'energie, proportionnelle a la difference (u — u Xl v — v#), de coefficient 
note a*, suppose positif. Les equations dynamiques deviennent ainsi : 

du u du v du 1 dP uv 

at i? T cos(/> a A i? T a(/> pR T coscp a A R T 

dv u dv v dv 1 dP u 2 

■777 + — -777- + -75-77- + ^-77- = -^-tan((p) - kv - bjQsnupu + a* (u - ) . 

at i? T cos(/> a A R T d(j) pR T d(f> R T 

On peut en reduire l'ecriture en negligeant les termes quadratiques et en reprenant les expres- 
sions de u x et de v x pour obtenir 



du u du v du 



dt Rt coscf) dX R T 



(c* — k) (u — u x ) + uoq siri(j) (v — v* 



dv u dv v dv 

777 + 75 r 777- + 75-7777 = (cr* — k) (v — v*) - wo sirup [u - u.) . 

at itr cos0 aA itr a0 

On remarque que le coefficient a x vient s'opposer au coefficient de friction, et de fait la friction pourra 
etre negligee a l'interieur du phenomene, alors qu'il ne pouvait pas en etre question a l'exterieur, 
comme on l'a vu largement dans les sections precedentes. 

Nous allons maintenant transposer ces deux equations, avant simplification des termes quadra- 
tiques, sur la carte geographique, par une transformation de Mercator. On effectue le changement 
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de variables 



*■ i / 7T (p 

x = Rt A , y = Rt Ln tan I — + — 



On obtient 

du du du Rt du dcp cos 

TTT- = Rt TT- , TT- 



dX dx 1 dcp coscp dy ' dy R T 

et des formules similaires pour la composante v. Les equations, sur la carte, deviennent ainsi 

du u du v du uv 

— + — + — = (a* - k) (u - w») + oj sintp (v - v*) + — tan{cp) , 

dt coscj) ox coscp dy R T 

dv u dv v dv 

— + — + — = (er* - k) (v - v*) - u sin<f> (u - u x ) - — tan(cp) . 

dt coscp dx coscp dy R T 

On introduit le champ de vitesse (u, v) defini par 

u v 

U = — 2 ' v = — 2 

coscp coscp 

pour obtenir le systeme suivant, apres simplification par coscp, 

du dv du N , . . 2uv sincp 

^TT + U- hV — = (a* - fc)(u - U„) + w smcp (v - V*) 



dt dx dy R 



T 
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dw dw dw w . , (v 2 - u 2 ) sind 

+ + v— = (a,- k)(w - v* - w sin$ u - u* + ^ , 

at ax ay i? T 

en ayant pose 

U* = coscj) u* , V* = cos(/> . 

On note une modification du terme source, au niveau des termes quadratiques. Ici encore, on peut 
negliger ces termes quadratiques ; en effet, ils deviennent du meme ordre de grandeur que par 
exemple le terme de Coriolis pour des vitesses depassant les 460 ms _1 soit pres de 1670 kmh^ 1 , ce 
qui n'est absolument pas realiste, meme pour les cyclones les plus violents. Le systeme se reduit 
ainsi a 

dv dv dv . . , . , . , 

-^T + U— + V— = (a,- k)(v - u») + UJ sm$ (v - V,) , 
at ox ay 

dw dw dw 

-^r + u— + v— = (a,- k)(w - v*) - w sin<j> (u - u») , 
at ox ay 

qu'on appelera systeme cartographique. 

A l'echelle du phenomene recherche, on va pouvoir considerer que u* et v* sont des constantes, 
et on observe immediatement dans ce cas que la solution triviale 

u 

est bien une solution. On s'interesse a la recherche d'une onde source, caracterisee par le fait d'etre 
a la fois une solution du systeme cartographique precedent, et du systeme homogene , 

du dv dv 

— + u* — + — = , 
at ox ay 

dw dw dw 

— + u* — + v* — = , 
at ox ay 

qui exprime que le phenomene est globalement transports par le champ de vitesses (u*,v*). La 
difference du systeme cartographique au systeme homogene conduit a la condition 

(u-u*) ^ + (v-v*) = - A)(u - u») + w o sm0(v-v») , 
ox ay 

dw dw 

(u-u*) h (v-v*) — = - A)(v- v») - w o sm0(u-u») . 

ox ay 

Ces relations expriment que, lorsque le vecteur (u,v) est different de (u*, v*), les vecteurs 

£ - (er* - k) \ / g + cj sincp 
d £ - oj sine/) J \ g - (a* - k) 



sont colineaires. 

Par mesure de simplicity des calculs, on va egalement fixer la latitude a un niveau de reference 
(/>*, constant, correspondant par exemple au centre de ce phenomene. 
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Une solution, en particulier solution du systeme homogene, est necessairement une fonction des 
variables x — u*t et y — v*t et si elle presente une discontinuity, c'est a dire un choc, celle ci est 
portee par une courbe d'equation 

S(x - u*t,y - v»i) = . 

On a le resultat suivant : 



Theoreme 6.4.1 Le saut de discontinuite (711,7V) est tangent d la courbe de discontinuity . 

La demonstration exige l'utilisation d'espaces fonctionnels particuliers, mais on peut la presenter 
assez simplement en se placant dans la configuration suivante, qui sera celle du mur de l'oeil du 
cyclone. On note (u* + 7U, v* + 7V) la valeur de la solution d'un cote de la discontinuite et done 
(u*, v*) sa valeur de l'autre cote. Au voisinage de la discontinuite, la solution est de la forme 

u = u* + 7U H(S(x - u*t, y - v*t)) , v = + 7V H(S(x - u*t, y - v*t)) , 

ou H est la distribution de Heaviside, verifiant 



1 si £ > 0, 
si I < 0, 



et dont on note que la valeur en £ = n'est pas determined. Cette incertitude se traduit par une 
multiplicity de representants possibles de representants fonctionnels de H. Ceci n'aurait pas d'in- 
convenient dans un cadre lineaire mais nous pose un probleme ici ou la non linearite exige quelques 
manipulations algebriques, en particulier des produits de if par sa derivee H' qui correspond a une 
distribution de Dirac. On admettra que cette incertitude peut etre levee en faisant l'hypothese 
que le representant de H utilise dans le formulation de u et celui utilise dans la formulation de 
v sont rigoureusement les memes. Ceci permet d'identifier HH' (= |(if 2 )') a |if' (voir les tra- 
vaux de J.F.Colombeau sur les fonctions generalisees) et d'effectuer les calculs comme s'il s'agissait 
de fonctions regulieres classiques. En introduisant les expressions de u et de v dans le systeme 
cartographique, on obtient un resultat de la forme 

H - {S) + termes born68 = , 

V 2 ox 2 Oy J 

et en se placant au niveau de la discontinuite, en obtient que le coefficient de terme de Dirac doit 
etre nul, c'est a dire 

OS dS 

^ u IT + ^ v IT = • 
Ox Oy 

Ainsi, le saut (711,7V) est orthogonal au gradient ^||, , lui meme normal a la courbe de dis- 
continuite. II est done colineaire a la tangente a la courbe de discontinuite. 

Le systeme cyclonique presente une symetrie de revolution, d'apres les observations. On peut 
constater que ceci peut etre obtenu lorsque le module du saut de vitesse 

V^U 2 + 7V 2 
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est constant, et lorsque S correspond a l'equation d'un cercle, plus precisement lorsque 

S(x — u*t, y — V*t) = \x — U*t| 2 + \y — V*t| 2 — rg , 

le parametre r etant le rayon de l'oeil. Cette situation correspond a la geometrie attendue. 

Cette symetrie de revolution induit une etude en coordonnees radiales, dont le pole est le centre 
de l'oeil. On pose 

U = u - u* , y = v - v* , 
qui correspondent a des vitesses relatives, et on introduit les variables de Lagrange 

X = x - xj*t , Y = y -vj 

On pose ensuite 

£ = VX 2 + Y 2 . 
On cherche ensuite a expliciter une solution de la forme 

v) = o(f) (?) + <«> (x' 

Ainsi la quantite a(£)£ represente la composante radiale de la vitesse relative (U,V), et 
represente sa composante transverse. 

On introduit ces quantites dans l'expression suivante du systeme cartographique : 

(<r* — ft) U + cj sirup* V , 

(cr* — ft) V — uj sincpz U , 

obtenue en utilisant le fait que u* et v* sont supposes constants. Apres quelques etapes de calcul 
differentiel, on obtient la relation vectorielle 

OR , ydU , ydU X /„N , _y 

# + u f£ + v fM = (a(Oa'(0^ + a(0 2 -6(0 2 ) y + KWO£ + 2a(O&(0) x 

dt dx dy ' \ ' \ 

En identifiant avec le second membre du systeme cartographique mis sous la forme 

((er* - ft) a(0 + w sm0, 6(0) ^ + ((^* - ft) HO ~ w o sm0, a(0) ^ ^ 
on obtient deux equations differentielles : 

et 

«(0 b'(0 £ + 2 a(0 6(0 = (a, - ft) 6(0 - sm0, a(0 • 
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dU 
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+ 
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dV 
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d* 7 


dx 


dy 
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La resolution de ces deus equations differentielles doit se faire sur un intervalle borne inclus 
dans [0, +00], de la forme ]R oe u, R ex t], ou Roeii est le rayon de l'oeil et done aussi la position du mur 
de l'oeil, et R ext est un rayon assez grand pour inclure la globalite du cyclone. En pratique, R oe u 
correspond a quelques dizaines de kilometres, et R ext a quelques centaines de kilometres. 

On impose une vitesse relative nulle en R ext: e'est a dire 

a(R ext ) = , b(R ext ) = . 

Le systeme admet bien entendu la solution triviale a(£) = , = , qui correspond a la 

situation "sans cyclone", qui est bien heureusement la plus frequente. Dans le cas d'un cyclone, 
on s'attend a une bifurcation en £ = R ext vers une solution non nulle. Pour cela, on introduit un 
facteur geostrophique note £(£)> e ^ defini par 

C(0 = -^|y Vourt<R ext , C,{R ext ) = Co , 

ou Co est une donnee permettant de lever redetermination de £(£) lorsque £ devient proche de R ex t- 
Ce facteur mesure la deviation par rapport a la direction radiale : on attend une composante a(£) 
negative pour assurer une convergence vers le centre du cyclone et une deviation vers la droite, dans 
l'hemisphere nord, due a la force geostrophique ou force de Coriolis, e'est a dire une composante 
&(£) positive. Ainsi, le facteur geostophique £(£) est positif dans l'hemisphere nord, et il convient 
alors de choisir une valeur strictement positive pour z . Dans l'hemisphere sud, la deviation se fait 
vers la gauche, ce qui se traduit par une composante &(£) negative, et un facteur geostrophique £(£) 
negative, et done une donnee £ negative. 

En introduisant £(£) dans la seconde equation, il vient 

«(C) KOC(O)' C + 2 a(0 2 C(0 = - k) a(0 C(0 + UJ sin^ a(0 , 
ou on peut effectuer une simplification par a(£), et obtenir l'equation 

(a(0C(0)' C + 2 a(0 C(0 = " k) ((0 + ^0 sin^ . 

On observe que a(£) = n'est plus une solution possible de cette equation. 

On multiplie cette derniere equation par &(£), que Ton retranche ensuite de la premiere, pour 
obtenir 

+ +2(o . + t »)(l-^*) =0. 

Le terme a 2 + 6 2 represente l'energie cinetique, et on observe qu'il s'accroit demesurement lorsque 
a(£) s'approche de zero (rappelons que a(£) est attendu negatif) sous la condition 

> k . 

En introduisant le facteur £(£) dans la premiere equation, on obtient, apres simplification par a(£), 
l'equation differentielle 

£ a'(0 + «(C) (1 " C(C) 2 ) = (v* ~ k) - oj sin*, C(0 • 
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Pour garantir 

a(0 < , 

on doit s'assurer la croissance de a(£) au voisinage de £ = R ext , ou a(£) est nul. Ceci procure une 
condition sur la valeur de £ qui traduit qu'a ce niveau le second membre doit atre positif, ce qui 
donne 

a* — k 

^ < ~T ■ 

ui sing)* 

On peut interpreter cette condition : si le coefficient d'absorption a x est trop faible, le mecanisme 
de bifurcation en £ = R ext ne peut pas avoir lieu. 

On peut aussi deduire une equation sur £(£) de ce qui precede, qui s'ecrit 



C(f) = ( ! ^-C(f)) (l + C(5) 2 ) 



Si a(£) < 0, cette equation assure la (forte) decroissance de £(0> c es ^ & dire que £(£) va augmenter 
considerablement lorsque £ decroit, et done toujours rester positive pour adopter une pente et une 
valeur infinie lorsque a(£) devient nulle. En se reportant, apres cette remarque, sur l'equation 

£ a'(0 + a(0 (1 - C(0 2 ) = ~k) + u sinfa C(0 , 

on remarque que le terme a(£) (1 — C(0 2 ) devient preponderent et positif, ce qui implique necessairement 
que a'(£) doit s'annuler en un point £i situe dans l'intervalle ]0, R ex t[, et ensuite devenir de plus en 
plus fortement negatif. Ainsi, avant d'atteindre le point £ = 0, il va se trouver un point £ m pour 
lequel a(£ m ) = . Ce point correspond a la position du mur de l'oeil, puis que la vitesse n'a plus 
de composante radiale mais conserve une composante transvers 6(£ m )^0 . 

On procede maintenant a un test numerique pour verifier ce comportement. On choisit un rayon 
exterieur R ext entre 100 et 300 km, et on discretise les deux equations differentielles suivantes, 

mO)' + HO + sinfa - (a* - *)C(0 = , 

moy - aoMo - (** - *o - ^ ^ c(o = o , 

liees par la relation 

On se donne un entier N assez grand, puis on definit le pas de discretisation 

, Rext 

h = ~N~ ' 

et les points de discretisation 

Zj = J h ■ 

On approche ensuite b(£j) par bj, a(£j) par cij et £(£j) P ar calcules par la methode d'Euler 
retrograde : on calcule les valeurs d'indice j a partir des valeurs d'indice j + 1, en demarrant avec 

a N = , b N = , ( N = Co > , 
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par le schema numerique 



bj = y (£j + i&j + i - u sinfa h + b j+1 h + (<r* - k)( j+1 h) , 
cij = y (£ j+ ia j+1 - (j +1 a j+ ih - (a* - k)h + u sincj>* Q + ih) , 



avec 



b 



3 



(lj 



= 

Le calcul est arrete a l'indice j realisant 

a jo > > a jo+1 . 

La valeur ^ correspondante determine la position du mur de I'oeil. 

La figure ci dessus represente les resultats d'un tel calcul. Le parametre le plus sensible est 
effectivement le facteur geostrophique £ pris ici egal a 2 10 -4 . II controle surtout le rayon de 
I'oeil, compte tenu bien entendu de la valeur de R ex t- Les termes de Coriolis, en ojq sincfr*, et de 
friction-absorption, en (a* — k), jouent cependant un role non negligeable. 

Ce champ de vitesse permet de reconstituer une trajectoire caracteristique, depuis la cir- 
conference externe, de rayon R ext jusqu'a I'oeil. On verifie bien l'orthogonalite de cette trajectoire 
avec la circonference externe, puis sa tangence avec le mur de I'oeil. On note cependant une forte 
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Rayon Ext.= 180 km 
Rayon Oeil = 17.28 km 



valeur les vitesses au niveau du mur de l'oeil, plus importante que ce qui est communement attendu, 
qui peut s'expliquer par la linearite du terme d'absorption friction. On peut en effet penser qu'a 
ces grandes vitesses, le terme d'absorption devienne plus petit et le terme de friction plus grand, ce 
qui va inverser le role joue par le coefficient (J* — k . Let figure ci dessus represente un echantillon 
de trajectoires, reproduites par simples rotations de la trajectoire initiale. 

Le role essentiel du facteur geostrophique a ete de provoquer une bifurcation de la solution 
(en champ de vitesses) au niveau du perimetre exterieur, par rapport au champ courant {u*,v+) . 
L'enroulement des caracteristiques autour de l'oeil se fait toujours dans le sens contraire des aiguilles 
d'une montre, dans l'hemisphere nord. C'est bien entendu le contraire qui apparait dans l'hemisphere 
sud. 

6.5 Les tornades et tourbillons 

Les phenomenes de tourbillon, que Ton peut observer en hydraulique par exemple, ou dans l'at- 
mosphere par temps chaud et dont le comportement extreme constitue une tornade, sont analogues 
aux cyclones, mais de dimension et de duree de vie beaucoup plus reduite. Par contre, les vitesses 
peuvent etre bien superieures. La difference provient essentiellement du comportement au niveau 
du perimetre exterieur. On n'a plus une bifurcation comme dans le cas des cyclones, mais un choc 
qui provoque une mise en vitesse instantannee, et traduit un effet de cisaillement. La vitesse change 
de direction plus rapidement, il n'y a plus a proprement parler de facteur geostrophique (on peut 
estimer qu'il est devenu tres grand) et son utilisation devient inutile pour effectuer les calculs. On 
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neglige egalement le phenomene d'absorption. 




En fonction de la friction, dans l'hemisphere nord, l'enroulement des caracteristiques se fait 
soit dans le sens des aiguilles d'une montre (friction plus faible), ce qui caracterise un tourbillon 
anticyclonique, soit dans le sens contraire (friction plus forte) pour un tourbillon cyclonique. 
Les equations restent les memes que pour le cyclone, auxquelles on ajoute une force d'attraction 
centripete representant l'aspiration centrale de la matiere, plus ou moins forte selon la violence du 
phenomene. On note encore R ext le rayon exterieur, et v*) la vitesse du vent environnant, et la 
circonference exterieure correspond effectivement a un choc. A la difference du cas du cyclone, la 
vitesse relative {u — v — v*) n'est pas nulle sur la face interne de ce choc, et il va etre possible 
d'utiliser les caracteristiques pour obtenir les trajectoires allant du choc exterieur au mur de l'oeil, 
qui est lui meme un autre choc. Ces caracteristiques sont solution du systeme differentiel 

x'{t) = u(t) , u'(t) = -k («(*)-«») + w (v(t)-v 9 ) , 

y'(t) = v(t) , v'(t) = -k (y(t)-v,) - u (u(t) - u,) . 

Le parametre oj represente la force de Coriolis a laquelle on peut ajouter une force d'attraction 
centripete d'aspiration, de la forme 

ui = uiq sin(f) x + uii , 



206 



ou </>* est la latitude de reference. On note (x ,y ) la position initiate, et on s'interesse a une 
caracteristique de reference, par exemple celle issue du point (x + R ex t, yo), les autres seront ensuite 
obtenues par rotation. Les conditions sur la vitesse sont de la forme 

u = u x , v = v* — Vq en t = 0, lorsque x = xq + R ex t , V = Vo ■ 

La solution se calcule explicitement et on obtient les resultats ci dessous. 




La demarche fait apparaitre deux etapes. La premiere consiste a determiner le champ de vitesses 
pour en deduire la trajectoire du phenomene. La seconde consiste a integrer le systeme 
complet pour determiner le comportement a l'interieur du phenomene. On ne fait que resoudre 
un systeme differentiel, et II convient de rapprocher notre demarche de la technique habituelle 
de resolution de ces systemes. La recherche d'une solution particuliere de l'equation sans second 
membre correspond a notre determination de la trajectoire du phenomene global. La recherche de la 
solution generale de l'equation homogene correspond a la determination du comportement interne. 
Cependant, le calcul s'arrete lorsque la trajectoire devient orthogonale a la direction radiale : on re- 
trouve l'aspect non lineaire du probleme, avec la rentree des trajectoires, en fait des catacteristiques 
dans le choc qui constitue le mur de I'oeil du tourbillon. 

Nous avons note une premiere difference entre les tourbillons et les cyclones : le bord exterieur 
correspond a un choc pour le trourbillon, a une bifurcation pour le cyclone. Dans ce dernier cas, 
les vitesses pres du bord sont celles du champ de vitesse environnant (u*,v*), done telles que 
(it — u*,v — «*) soit faible. II n'y a pas d'inertie, et l'aspiration centrale est preponderente, et vient 



207 



contribuer, avec la force geostrophique, c'est a dire le terme de Coriolis, a une legere deviation vers 
la droite (hemisphere nord). Dans le cas du tourbillon, la vitesse est essentiellement transverse, pres 
du bord exterieur, et relativement forte. L'aspiration va provoquer un detournement vers le centre, 
plus ou moins rapide selon la friction. Pour de faibles frictions, l'enroulement se fait dans le sens des 
aiguilles d'une montre, et pour de plus fortes frictions, il peut se faire dans l'autre sens. II y a bien 
entendu une position intermediate pour laquelle l'oeil est theoriquement reduit a un seul point. 
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Chapitre 7 
Les tsunamis 



On se propose dans ce chapitre de modeliser chacune des etapes de la vie d'un tsunami. Sa generation 
est provoquee par une forte contrainte, relativement a la pression nominale, en general d'origine 
sismique. Cette contrainte se transforme en un train d'ondes de compression qui se propagent 
verticalement, jusqu'a atteidre la surface de l'ocean. A ce niveau, situe a la verticale de l'epicentre, 
et si la longueur d'onde est suffisante, chaque onde de compression se transforme en une vague qui 
va ensuite se propager radialement. Nous etudierons ensuite le profil de la vague a l'approche du 
littoral, et notamment l'effet de vidange sur les plages, puis sa propagation sur le sol, au dela de la 
ligne d'eau habituelle. 

7.1 La generation du tsunami. 

7.1.1 L'effet du seisme : une application de la detonique. 

Le deplacement de l'onde de choc provoquee par le seisme ou une autre source, du fond vers la 
surface de l'ocean, peut etre represents par un modele de type vitesse-pression. Les variations de 
la densite de l'eau restent infimes, et inexploitables car elles rendraient instables toute application 
numerique. Par contre, les pressions pouvant devenir importantes, on conserve une liaison entre la 
pression et la vitesse du son c(p). 

La courbe d'Hugoniot introduite en section 4.7 a ete interpreted comme la courbe representative 
d'un invariant de Riemann,pour le probleme homogene. Elle est de la forme 



avec a = 429 et (3 = 2.84 10 . Le parametre a a la dimension d'une vitesse et (3 correpond a 
l'inverse d'une energie. Rappelons que ces constantes a et /3 sont liees a la densite p = 998 kg m~ 3 
et a la densite de reference c = 1647 m s^ 1 par la relation 



w 




«o Po Po c 



2 . 



Rappelons rapidement la demarche : l'expression de sa derivee 



w'(p) 



± 



a (3 
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est a comparer a l'equation differentielle dormant les invariants de Riemann du modele vitesse 
pression constitue de l'equation dynamique homogene, portant sur la vitesse notee w, 



( dw dw\ dp 

p0 {-W + W Y) + Yz = °' 

et de la loi de Hooke portant sur la pression notee p, 

dp dp 2 dw 

m + w Tz + Po c{p) dz~ = ' 

c'est a dire 

w'{p) = ± pr • 

En identifiant les deux expressions de w'(p) on obtient 

1 a /3 



Po c(p) 2 VI + PoP ' 

d'ou la relation 

c(p) = c \J\ + l3 p ■ 

Nous allons adopter cette relation comme loi d'etat, valable a toutes les profondeurs de l'ocean. 

En pratique, un terme de gravite et un terme de friction, de parametre k > 0, interviennent 
dans l'equation dynamique, qui prend la forme 

/ dw dw\ dp 

Po \~dt + W ~dz ) + + P° 9 + k\ w \ w = , 

la loi de Hooke restant inchangee. On situe le phenomene a une latitude telle que g = 9.8 ms~ 2 . 
La valeur du parametre de friction k sera evaluee empiriquement. 



7.1.2 La modelisation conservative q — m 

La presence d'un terme source incite a rechercher une formulation q — m, en interpretant w comme 
une fonction de p pour une onde reguliere, puis en recherchant une expression q = q(p) telle que 

m = qw = Aq — B, 

pour des constantes A et B determinees par cette onde. La deparche est la meme que celle adoptee 
au Chapitre 5. 

En posant w = w(p) dans l'equation dynamique, il vient 

/ dp dp\ dp 

Pow'(p) I — + w (p)q^J + -q~ z + Po9 + k \w\w = , 



et pour la loi de Hooke, 



(dp dp \ dp 

- + + Poc{pfw\p)- = 0. 
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On multiplie cette equation par p$w'{p) et on la soustrait a la precedente pour obtenir 

dp 

(l - p 2 Q c(p) 2 w'(p) 2 ) — + p g + k \w\w = . 
On introduit une fonction ip(p) telle que 

1 ~ pj c(p) 2 w'(p) 2 

^ p = , , I I 

Po9 + k\w\w 

pour obtenir une equation de profil 

^'(P) ^ + 1 = • 
En integrant par rapport a z on obtient 

V>(p) + z + = , 

ou est une constante d'integration, qui depend eventuellement de t. On derive par rapport a 
t pour obtenir 

^'(P) f + = o • 

On utilise la loi de Hooke pour ecrire 

dp dp 
— = - (w(p) + p c(p) 2 w'(p)) — , 

et obtenir 

(w(p) + p c(p) 2 w'p)) i>'(p)j- z + K'(t) = . 
Or, d'apres l'equation de profil, 

^)| = -i. 

On en deduit 

= - (w(p) + po c(p) 2 w'(p)) , 
qu'on derive par rapport a z pour obtenir 

d 

— (w(p) + po c(p) 2 w'(p)) = , 

ou encore 

— (io(p) + po c(p) 2 u/(p)) — = . 
On sait, par l'equation de profil, que 

£*>■ 

done 

— (w(p) + po c(p) 2 w'{p)) = . 
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Une premiere integration conduit a une equation differentielle de la forme 



w{p) + p c(p) 2 w'(p) = A , 
ou A est une constante. La solution generate de cette derniere equation differentielle est de la forme 



i 

i 



w(p) = A - B (1 + (3 p) ^"° c o 
qui peut aussi s'ecrire 

w(p) = A - B (1 + Ajp)~^° ■ 

On pose 

q = q (p) = (l + / 3 oP )2c ou ~ 0.13 , 

I c 

et on observe bien que 

m = q w = Aq — B . 

On retrouve une similitude avec la notion de systeme physiquement realiste, ou la quantite q est 
sans dimension, et correspond a une densite de contrainte. 

II reste a verifier qu'il s'agit bien d'un systeme physiquement realiste, en retrouvant l'equation 
de transport de la quantite q par le flux m, puis une equation dynamique liant m et q. On calcule 

dq dm a /3 , (dp dp\ dw 



dt dz 2c ' \dt dz ) ' ' ' dz 

que Ton multiplie par 



p cl «oA)A)Co 1 

1 = j i en remarquant que — = ^ 

Po c o 2 po c p c 



pour obtenir 



dq i 9m 1 /1 , \^ fl --i ( dp , 9p ( 2 9wj 



d'apres la loi de Hooke. L'equation de transport est bien verifiee. 
Pour obtenir l'equation dynamique, on calcule 

dm n dm ( dw dw\ 2 dq q ( 7 , , dp\ 2 9</ 



— + 2w — = g — + w — + w — = [ p g + k \w \ w + — + w — 

ot \ ot az/ Po \ dz J dz 



ou 



p dz po dz otoPoPo dz dz dz 



en posant 



I c 

CoV 1 + /^op = c g«o 
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On en deduit l'equation dynamique 

dm dm , 2 2 x dq k q 

— + 2 W — + ( c -«,) ^ + gq + — \w\w = 0. 

On obtient bien un systeme physiquement realiste, et il est interessant de remarquer que la loi de 
Hooke a ete tranformee en equation de transport et que cette demarche, associant le terme source, 
a conduit a la meme expression du parametre q que dans le cas homogene etudie en section 4.7. La 
quantite q joue le role d'une densite liee a la contrainte, differente de la masse volumique classique. 
On retrouve les equations d'Euler, pour un parametre 7 egal a 

7o = 1 + 2 — ~ 8.678 



tres differente des valeurs habituelles de ce parametre pour la dynamique des gaz. La pression 
associee est de la forme 



7o 7o 

Comme q est sans dimension, la quantie m a la dimension d'une vitesse, et le parametre de friction 
n'est plus sans dimension, et correspond a une densite par metre, soit kg m~ 2 en dimension un 
d'espace. 

7.1.3 Le calcul du profil, et l'importance de la friction 

Lorsque le coefficient de friction est nul (k = 0), le profil d'une onde reguliere est obtenu en inversant 

iP(q) = z - At, 
pour une fonction de profil inverse ip(q) telle que 

R2 „2„2 r2 „2 

,,, x d — c q B c 2^2—1 

*P {q) = ~ — = — ~ q a ° , 

g q A g q A g 

et done de la forme 

ip{q) = Cte - q -0 . 

2 g q 2 2 g 



Les constantes A et B sont determinees par le choix d'un etat de reference 

M re f = (qrefi'm-ref) , 

pour evaluer 

m ref ^-+1 
w re f = , puis A = w ref + c ref , B = q ref c ref = c q r ° f 

qref 

Avec ces notations, on obtient 



, 2^-+2 
h,2 „ a o 



,l\ n+ Q ref a PO 2^- 

ip{q) = Cte — J — q -o 

2 g q 2 2 g 
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et on observe que 

iftil) — > ~ 00 lorsque q — >0 . 

On constate ainsi qu'en grande profondeur, les valeurs de q peuvent devenir inferieures a la valeur 
q = 1, ce qui correspond a des pressions negatives. La valeur de m devient negative, des que 

c q ref 
1 < " sT 1 

W re f + C q"° f 

ce qui traduit une vitesse negative elle aussi. Notons que cette valeur de q reste superieure a 1 
lorsque 

Qref > 1 + , 

Cre/ 

ce qui constitue une valeur tout a fait realiste. 



B 2 - c(a) 2 a 2 



oil 



gq* + \Aq — B\ (Aq — B) 

A = w re f + c re f , B = q re f c re f , 
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comme precedemment. 

Dans le cas de vitesses negatives, le denominateur admet des racines, situees sur la droite 



9 Po 



m = - \l—q 

dans le plan de phase. On obtient en particulier la racine associee a la valeur de reference a son 
intersection avec la droite 

m = A q — B , 



ce qui conduit a la valeur 



l + £0 

B cq a ao 



ref 

< q re f . 



a -u . nrw , 



La figure precedente represente plusieurs profils d'ondes associes a un meme etat de reference 

m re f = 81.985 , q re f = 1.0557 , w re f = 77.656 , 

et pour des coefficients de friction differents. On constate que la friction agit en redressant le 
profil derriere le front, represente ici par un choc et en imposant une valeur plancher a la variable 
q suffisante pour eviter de generer des pressions negatives en forte profondeur. Dans ce test, le 
calcul de ip(q) a ete effectue de facon exacte pour k = 0, et approchee pour k > . II permet de 
conclure que la friction doit absolument etre prise en compte, avec des valeurs de k relativement 
importantes. Cependant les profils obtenus par ne sont pas compatibles avec la conservation des 
etats d'equibibre. II faut reprendre l'etude dans cette perspective, tout en conservant les conclusions 
relatives a la friction. 



7.1.4 L'onde sismique et l'equilibre geostrophique 

Les profils d'onde obtenus par l'etude de la section precedente ne sont pas compatibles avec la 
conservation de l'equilibre geostrophique, lorsque la vitesse est nulle et reste nulle. Les equations 
sont la loi de Hooke transformee en equation de transport 

dq dm 

it + ar = °' 

et l'equation dynamique 



dm dm , 0N dq k q 

- + 2w - + { s- w ?)- + m + - 

ou 

c(q) = c q 7 ^ 

et q est liee a la pression par 

q = q (p) = (l + /3 oP )2^ 



\w\ w 
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A l'equilibre, ces equations se reduisent a 

9 Q n -t-\2 9 9 



^ = , c(,)^ + S , = 0, 
ou encore en explicitant c(q), sachant q^O, 

2 2 £(L_i 9g 

Cette eequation s'integre immediatement pour donner 

— - — (/ a o + g z = Cte . 
2 

Or 

g «o = 1 + (3 p , 

ce qui donne 

^ (1 + A)P) + ^ = Cte. 

On peut maintenant fixer la constante d'integration en utilisant ladonnee de pression atmospherique 
p a supposee constante, en z = 0. On obtient 

Cte = (1 + A,p„) , 



d'ou 

En utilisant la condition 
il reste 



«0 A) c . , 

2 IP - Pa) + 2 = . 

Cta A) C Po = 2 , 



P = Pa ~ Po 9 Z . 

Ainsi, le profil a l'equilibre est donne par l'expression 

"0 

q {z) = (1 + Mpa- p gz)) 2c ° ■ 
La vitesse d'onde associee est donnee par 

c (?o(z)) = c q (z) a o = c V 1 + Po(p a - Pogz) , 

et on constate immediatement que cette vitesse d'onde depend de la profondeur z. De ce fait, la 
demarche aboutissant a une expression de la forme m = Aq — B n'est pas applicable car elle exigeait 
une independance de c par rapport a z. Ce cas est similaire a celui rencontre lors des ecoulements 
littoraux, et de la meme facon, nous allons utiliser la variable d'ecart 

V = q-qo , 
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et chercher des profils de solution realisant 

m = A 7] — B , 

avec A et B constants. Pour rester compatible avec les etats d'equilibre, on doit retrouver m = 
lorsque l'ecart r\ = . Ceci implique 

B = . 

La vitesse de l'eau est toujours donnee par 

w = — = A 1 



q 

Comme q® ne depend pas de t, on a 

drj dq dm 
dt ~ dt ~ ~ !k ' 

et l'equation de transport se transforme en une equation lineaire 

w + = »■ 

at dz 



D'autre part, 
De plus le profil d'equilibre q verifie 



dm drj ^ drj dm dr\ 

dt dt dz dz dz 



%( z ) = ~ 9 



et done 

dq d-q drj_ q 

dz ~ dz + %{Z} ~ dz 9 c(g )2 ' 

On introduite ces differentes expressions dans l'equation dynamique 

dm dm , 2 i\ dq k q 

~dt + dz + \ c ~ w ) + 9Q + — \ w \ w = , 

pour obtenir, apres quelques simplifications, 

q 2 J dz c(q ) 2 y V 9 / / ft 9 

On multiplie maintenant par </ 2 pour obtenir apres regroupement de termes et en utilisant l'expres- 
sion de c(qo), 
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reintegration de cette equation donne les profils reguliers de l'onde. On s'attend a un profil croissant, 
lorsque q > qo, c'est a dire 

JT > °- 

oz 

La vitesse de reference A est a priori bien superieure a c(q) et done, en pratique, le coefficient de |^ 
est negatif : 

q 2 c(q) 2 -q 2 A 2 < . 

11 admet cependant une racine, superieure a qo, qui n'est jamais atteinte en pratique ; elle correspond 
a une valeur asymptotique approchee lorsque z — > — oo. Les deux termes quadratiques restent 
positifs, le terme de friction etant largement preponderant. Le terme 




est toujours negatif, et compense par le terme de friction, a condition que le coefficient de friction 
soit suffisant. La croissance de l'ecart de profil est alors bien assuree. 




La serie de tests presentee ici correspond a une valeur de reference q re f = 1.1296, pour une pro- 
fondeur de 3700 metres, soit une augmentation de 1500% de la pression au fond de 1 'ocean, ce qui 
est considerable. Le champ de vitesse w re f progresse de quelques metres par seconde, au fond de 
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l'ocean, pour atteindre pres de 300 metres par secondes a proximite du choc. Les tests effectues pour 
des coefficients de friction trop petits (observes ici pour k < 0.15) produisent des profils d'ecart 
decroissants, ce ui valide la remarque sur le role important de la friction. Le "choc" est ici hy- 
pothetique ; en effet, nous verrons par la suite qu'il progresse nettement moins vite que le profil de 
l'ecart, ce qui va progressivement en reduire l'amplitude. Les valeurs effectives du champ de vitesse 
w re f seront ainsi nettement plus reduites, meme a proximite du choc. 

La determination de A se fait en utilisant l'etat de reference q re f et la valeur de l'equilibre au 
fond de l'ocean, de profondeur notee zj. On a 

A A Qref ~ Qo(Zf) 

A = w ref + c re/ , w ref = A — — , 



Qref 



d'ou 

A = A ( 1 - *M 1 + c 



dont on deduit 



A = c ref 



On en deduit 



Qref 
Qref 

Qo(zf) 

Qref 

Qo(zf) 



ref 



7.1.5 L'effet de seuil : une vague ou pas? 

La validite du modele de Saint -Venant a deja ete evoquee en section 5.7, a propos des "Rogue 
waves", pour les oceans profonds. En notant H la profondeur de l'ocean, la longueur d'onde des 
vagues doit satisfaire a une condition de la forme 

X w > 2 N ^5 . 

c 

Cette condition traduit le fait que sur la distance (horizontale) d'une longueur d'onde A^, il y a au 
moins iV interactions soniques entre le fond et la surface. Le modele de Saint- Venant est d'autant 
plus valable que iV est grand. En pratique, on exige iV > 25, ce qui induit par exemple une longueur 
d'onde superieure a 21400 m pour une profondeur de 3700 m de l'ocean. 

Pour provoquer une vague de tsunami, il est done necessaire que l'amplitude du choc provenant 
d'une secousse sismique en profondeur soit suffisante pour soulever la surface de l'ocean sur une 
surface correspondant a un disque presentant un diametre suffisant. Cette onde sismique est precedee 
d'une onde de choc, dont l'amplitude diminue au cours de la progression vers la surface. Ceci provient 
du fait que cette onde de choc est moins rapide que l'onde sismique, et l'amplitude du choc s'en 
trouve diminuee a chaque instant. Pour des coefficients de friction non negligeables, le profil a 
l'arriere de l'onde est relativement raide, et la diminution de la'amplitude du choc est d'autant plus 
sensible. 
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A un instant t, on note z(t) la position du choc, entre la cote du fond Zf < et la surface z = 0. 
A l'avant du choc la densite de contrainte est egale a sa valeur d'equilibre, q (z(t)) et immediatement 
derriere le choc, sa valeur, notee q s (t), est donnee par le profil d'onde 

q s (t) = i)- l {z{t) - At) . 

La vitesse du choc z'(t) est determined par la relation de Rankine-Hugoniot 

m = + «.m+»(*w) ZMt)Mz{t))h 

avec Z definie par 

' 1 P(q 2 )-P(qi) 



Z(qi,q 2 ) 



qiQ2 Q2 ~ qi 



ou 

r2 



P(q) = £o q^ j 7o = i + 2— = 1 + 4 s ^ 8.678 . 

7o «o 

II s'agit d'une equation differentielle qui s'integre a partir du fond de l'ocean, a l'instant initial. En 
exprimamnt la vitesse w en fonction de A et des densites de contrainte, on obtient 

m = a «.(*)-*(»(«» + iM±^m ZM t)MMtm , m = *, . 

II reste a demontrer le resulat suivant : 

Theoreme 7.1.1 L'onde sismique est plus rapide que I'onde de choc, elle meme plus rapide que la 
vitesse du son c(q (z(t)) d I'equilibre c'est d dire 

c 9o (*(*)) ^ < z'{t) < A . 



Demonstration 1 On fixe t et on note q s = q s (t) et q = q (z(t)). II s'agit de montrer dans un 
premier temps 

At) < A = co C/-TTT, 
ou encore, en introduisant £ €]qo,q T ef[ tel que 



P(q s ) ~ P(qo) 

q s - qo 

I'inegalite 



2cn 



P'(0 = 4^ , 



q s + q £2. / 1 g s 

c < A - + 



Ce^e inegalite se reduit apres simplification a 



1 < 



0_ 

q ref \ "o q ref 



€ J Qo(zf) V 1o 
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oil chaque terme de droite est superieur d 1 . Dans V autre sens, il suffit de remarquer que z'(t) est 
une expression croissante de q s ,pour au moins q s > q , done minimale lorsque q s = q , d'ou 

z'(t) > q Z(q ,q ) = c g "° . 



II convient de remarquer que l'inegalite z'(t) < A est tres largement verifiee. 

Cette equation peut etre integree numeriquement par la methode d'Euler (explicite) sans aucune 
difficulte. Les deux figures ci dessous presentent quelques resultats de tests numeriques obtenus par 
cette methode, pour des coefficients de friction differents. La premiere presente les profils de densite 
de contrainte, et la seconde les profils de pression. 




La vitesse A est egale a 2932.5 m/s soit A = 1.78 c . Le choc au fond de l'ocean, situe a -3700 
m, correspond a 15 fois la pression a cette profondeur, c'est a dire 

Pfond = 36360000 pascal = 363.6 bars , p re f = 5.454 10 8 pascal = 5.454 kbars . 

Ceci correspond aux densites de contrainte 

q fond = 1.01288 , q ref = 1.1296 . 
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On remarque que la variation de qr on d a q re j correspond a une augmentation de 11.5 % qui se traduit 
par une augmentation de 1400 % en terme de pression. La vitesse des ondes est calculee a partir de 

sl q ref 
c ref = c o Q"°f = 2629.5 m/s , w re f = c re f = 303 m/s . 

On note que la vitesse c re f ainsi que A = w re f + c re f sont bien plus importantes que c . Les veritables 
profils sont traces en rouge, precedes par les chocs respectifs. Les parties de profils eliminees par le 
choc sont tracees en bleu. On observe une nette difference de la vitesse de propagation des differents 
fronts d'ondes. 

Ce test illustre l'affirmation annoncee plus haut : la friction provoque une onde plus concentree 
en amplitude, et cette amplitude est progressivement erodee au cours de sa progression vers la 
surface. Cette erosion implique egalement une diminition de la vitesse de propagation du front 
d'onde. 




On constate ainsi que l'amplitude initiate joue un role capital : elle doit etre tres importante 
pour que subsiste suffisamment d'amplitude a l'arrivee en surface pour provoquer un soulevement 
consequent de cette surface. La question de la valeur du coefficient de friction reste ouverte. Les tests 
montrent que des valeurs situees entre 1 et 10 sont credibles. Les valeurs trop grandes impliquent une 
trop forte concentration du profil, a l'arriere du choc frontal qui, de son cote, s'erode tres rapidement ; 
l'ammortissement est alors trop eleve pour laisser se produire les phenomenes attendus. 
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7.1.6 La propagation en trois dimensions 

Le veritable probleme doit etre traite en coordonnees cylindriques, dont l'axe central est situe a 
l'aplomb du centre du seisme, uniformement par rapport a Tangle polaire horizontal. Le soulevement 
de la surface de l'ocean correspond effectivement a un disque dont le rayon est d'autant plus grand 
que l'amplitude des ondes est importante, ce qui exige egalement une densite de contrainte initiate 
suffisante. Ce rayon du disque souleve en surface va determiner la longueur d'onde de la vague qui, 
si elle est suffisante, va se propager selon le modele de Saint- Venant. 

Nous utiliserons, dans un souci de coherence, les memes notations qu'au Chapitre 6 (section 
6.2) pour decrire les coordonnees spheriques, c'est a dire 

x = r cos (f> sin A , y = r cos <j> sin A , z = r sin <j> . 

Le point r = correspond a la source du seisme, ou epicentre, que Ton situe au dessous du fond de 
l'ocean, ce qui signifie que l'impact n'est pas reduit a un point, mais a un disque dont le diametre 
est determine par la profondeur de cet epicentre. Dans ce systeme de coordonnees, en reprenant la 
proposition 6.2.1, l'expression de la divergence d'un vecteur vitesse V = (u,v,w) est donnee par 

, Tr 1 du 1 dv dw w , v 

divV = — H — + h2 tan 4> - . 

r cos (p oa r Ocp or r r 

On utilise l'independance en A et on neglige la composante transverse v de la vitesse pour ne 
conserver que la composante radiale w et reduire ainsi cette expression a 

divV = — + 2- = — — (r 2 w) . 
or r r z ar 

On reprend la loi de Hooke, avec la meme expression de la vitesse 

c(p) = V 1 + A)P , 

c'est a dire 

dp , dp , po c 2 d , 2 , 

On multiplie par 

r — (l + /3 p) 2c ° 

2 c 

pour obtenir 

On prend pour densite de contrainte 

q = r 2 + , 

qui a la dimension d'une surface (m 2 ), et en remarquant que 

po c 2 a /3 _ 
2 c 



223 



et on obtient l'equation de transport 



dq d 

m + d~r {qw) 



Le long d'un axe d'incidence <f> par rapport a l'horizontale, seule la composante radiale de la 
gravite doit etre prise en compte, c'est a dire g sin (f> . Notons que la verticale correspond a <f> = | . 
L'equation dynamique devient ainsi 



dw dw\ dp 

PO [ -gj- + W ~Q^ J + Jfr + P° 9 Sm( t ) + k\w\w 



. 



On la multiplie par ^ et on lui ajoute 



w 



dq 
di 



d_ 

dr 



(qw) 



, 



pour obtenir, en posant m = qw, 

dm ^ 9m 
dt ' dr 



Or 



d'ou 



, dq q dp 



kq 



w~- 1- — + q g sincf) + 

dr p dr p 



\w\ w 



. 



z^dp 



2c d 



-(1 + A)P)- °/ = -(1 + A>P)— ^- ^(l + M^ 
Po z dr p a /3 dr 



po z dr 



z 2° dp 2 

- c + 



9 



(r 2 (l + /3 p) 2? °) - 2r(l + /3 p) 2? o 



et on en deduit l'equation dynamique 



dm 
~dt 



dm 



+ 2w— + (c 2 - w 2 ) 



<9</ 
dr 



kq 



2c - + g q sincp + 



w\ w 







On remarque que le terme source a ete modifie, la quantite 2c 2 ^ aura pour influence d'augmenter 
la valeur de m. Le fait de situer l'epicentre du seisme au dessous du fond de l'ocean, par exemple a 
une distance r a pour consequence de rendre toujours r > r et d'eviter tous les problemes relatifs 
a la valeur r = 0. En pratique, r depasse plusieurs kilometres. 

Lorsque la vitesse est nulle et l'equilibre maintenu, l'equation dynamique se reduit a 



dq 
dr 



2 c - + g q sin 







ou, apres simplification, 

c 2 ^ 
dr 



2 c 



2 Q 



"oAjc 2 , 2 %l dp q dp 

— r f + /5 p 2c ° = — 7T 

2 c dr p dr 
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En divisant par q, il reste 

1 dp 

— — — -|- g strip = . 
Po or 

On obtient la pression d'equilibre en integrant cette equation : 

p = Cte — p g sincf) r , 

ou il reste a fixer la valeur de la constante. On note z e (< 0) la profondeur de l'epicentre mesure 
a partir du fond de l'ocean Zf , ce qui donne une profondeur totale z e + Zf mesuree a partir de la 
surface l'ocean. A une profondeur z donnee, pour un angle cp fixe, la valeur de r est determined par 

Z e + Zf - z 

r = r{z) = ■ 



stn cp 

On en deduit, pour z = 0, que la constante est donnee par 

Cte = p a + po 9 (z e + z f ) . 

La pression a l'equilibre est ainsi exprimee, pour <f> fixe, 

Po(r) = p a + Po g (z e + z f ) - pogsincpr , avec z e + z f < r sin (p < z e . 

On se retrouve exactement dans la meme situation que dans la section precedente, en echangeant 
les roles de 2 et r, en remplacant p a par p a + po g (z e + Zf) et g par g sincf) . En terme de densite 
de contrainte, l'equilibre correspond a 

CKQ 

q (r) = r 2 (p a + p g (z e + z f ) - po g sincb r)*~^ . 



On recherche des profils d'ondes de vitesse constante A, comme precedemment. On pose 

V = q~ %(r) , m = A 7] , 



d'ou w = A 2 , et 



*L + a%L = o. 

at or 



En reportant ces expressions dans l'equation dynamique, il vient 



q q 2 



drj 
dr 



+ [c 2 -A 2 ^-] q' - 2c 2 - + gq sincp + 1 77 1 77 = 



kA 2 



PoQ 



Or 



-A 2 + 2 A 2 - - A 2 \ = -A 2 I 1 - -± 



q q 



De plus, qo(r) verifie 



c(qo) 2 %(r) ~ 2 c(q ) 2 + g q (r) sincf) = q (r) 



x»4 

Q 2 



— Po( r ) + g sincf) ] = 
Po 
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dont on retient 



, , x qo g qo smc, 



r c(g ) 2 

II reste done, apres regroupement de termes et multiplication par q 2 , 

W-A>® £ -2 C X ) + 9 s,M " 2.4V^ + ^|,|, = 0, 

dr r V c{qo) ) r p 

qu'on peut aussi ecrire 

(cV ~ A\l) ^ q* ( 1 - ( ±) ^) - 2AW^ +<Z srn^^L + ^ |,| r, = , 

dr r \ \q J / r c(g ) 2 Po 



7.2 La propagation de la vague 

7.2.1 La propagation au large 

7.2.2 L'arrivee sur le littoral 

7.3 D'autres sources de vagues 
7.3.1 Les avalanches sous marines 



7.3.2 Les ronds dans l'eau 
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Chapitre 8 

Les ondes de rupture 



Ces ondes se particularisent par un changement drastique de l'etat du milieu lors du passage d'une 
onde frontale. Le milieu est prealablement dans un etat d'equilibre permanent avant le passage de 
l'onde. Cet equilibre est rompu au passage de l'onde de rupture, la matiere est alors mise en mou- 
vement et vient s'ajouter a la masse en mouvement. Nous allons etudier proposer un cadre general 
de ces ondes de rupture, puis en illustrer les applications sur quelques exemples qui correspondent a 
des echelles quelquefois tres differentes, de la goutte d'eau de pluie a l'effondrement d'une structure. 



8.1 Le modele de rupture 

On designe par h(x, t) l'etat du milieu a l'equilibre. Le plus souvent il s'agit d'une constante par 
rapport a la variable x et l'equilibre se traduit par 

dh 

m = °- 

On note u(x, t) le champ de vitesse, qui est bien ententu nul lorsque le milieu est a l'equilibre et par 
exemple positif lorsque le milieu est en mouvement. On a ainsi une premiere equation d'advection 

dh ^dh 
dt dx 

qui est trivialement verifiee. Cette equation est a priori non conservative. Apres le passage de l'onde 
de rupture, l'etat est represente par h(x, t) = , pour traduire que le milieu est emporte par 
l'onde de rupture, et cette equation d'advection reste verifiee. 

On note ensuite q(x, t) la quantite transported lorsque le milieu est en mouvement par le champ 
de vitesse u . A cette quantite vient s'ajouter la quantite h au passage de l'onde frontale, sous une 
forme modifiee, plus compacte, selon un coefficient de compression j3 > donne. Ce transport et 
cet apport sont representes par l'equation 

do d . . „ , du 

Dans cette equation, le terme 

h ^ U 
dx 
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correspond a une multiplication de distributions de type H 8 , soit une fonction de Heaviside 
multiplied par une masse de Dirac,qui exige une interpretation particuliere pour lever une ambiguite. 
En effet, un tel produit est de la forme a 8 ou a est un reel a determiner par un argument exterieur, 
non decrit par l'equation. Elle pourrait etre a premiere vue levee par le resultat suivant. 

Proposition 8.1.1 La quantite Q = q + f3 h verifie l'equation de transport 



En effet, on le verifie en calculant 

9Q d , dq d . , ni du n ( dh dh 

In + TJ Qu) = Tt + 1F X ( " U) + l)h lF x +l) \m +u T x 

Cette equation de transport conduit cependant a une situation paradoxale. On considere la 
trajectoire du front que Ton note x = x(t) . Devant la front, on a Q = fth® en notant ho l'etat du 
milieu avant la rupture, que Ton peut supposer constant. Derriere le front, on note Q = q g (on a 
h = 0) et u = u g . La relation de Rankine Hugoniot conduit a l'equation 

x'(t) (q g - f3h ) = q g u g 

c'est a dire 

= ~^qTT u 9 > u 9 ■ 

q g - Ph 

Ce choc serait plus rapide que le front de rupture. On peut envisager la presence d'un choc 
precurseur mais aucune loi d'etat n'ayant ete proposee pour l'instant, cette solution reste re- 
lativement peu vraisemblable. 

L'espace des distributions n'est pas une algebre, et l'operation de multiplication devient equivoque 
lorsqu'une masse de Dirac et une fonction discontinue interviennent. L'idee de J.F.Colombeau (voir 
le chapitre Bibliographie) consiste a considerer une distribution comme une classe d'equivalence 
d'objets plus fins, appeles des fonctions generalisees, qui constituent un espace bien plus grand 
et qui doit etre quotiente correctement pour devenir une algebre dans laquelle la multiplication n'est 
plus ambigiie. Des details supplementaires sont developpes au chapitre 10, et il nous suffit ici de 
savoir distinguer entre les representants d'une meme distribution, et notamment en ce qui concerne 
la distribution de Heaviside, ce qui est developpe dans la suite. 

En notant H un representant de cette distribution d'Heaviside, on remarque que pour tout 
entier n, la quantite K = H n est un autre representant de la distribution d'Heaviside, tout comme 
le paroduit Kh = H n+l . La derivee de ce produit est done egale a la masse de Dirac notee 8. On a 

(KH)' = K H' + K' H = 8 . 

Ainsi le resultat correspond a la contribution de chaque produit K H' et K' H , ce qui peut 
s'exprimer en introduisant un coefficient reel a tel que 

K H' = a 8 , K' H = (1 - a) 8 . 
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Dans le cas ou K = H n , on obtient 

a 5 = K H' = H n H' , (1 - a) 5 = K' H = n H^ 1 H' H = n H n H' = naS 
On en deduit 

1 

(1 — a) 5 = n a 5 , d'oii a 



n+1 

On remarque que a = | lorsque n = 1, c'est a dire K = H . Si n tend vers l'infini, la valeur 
a = peut egalement etre atteinte. Dans le cas general, des valeurs a < ou a > 1 sont egalement 
possibles, mais dans le cas monotone (en considerant que H et K sont croissantes) on a toujours 

< a < 1 . 

Dans notre modele, on peut considerer que la vitesse est constante (ceci sera verifie ulterieurement) 
et que h = apres le passage de l'onde de rupture. En notant A la vitesse et h la valeur de h avant 
le passage de l'onde, on a 

h(x,t) = h H{a-At) , u(x,t) = A ( 1 - U{x - At) ) , 

ou H et U sont deux representants de la distribution d'Heaviside. On note 

U H' = a 5 ( => h U' = (1 - a) 5 ) . 

Alors 

dh 

u — = A h ( 1 - U(x - At) ) H'ix - At) = A h (1 - a) S(x - At) , 
ox 

et 

dh 

— = - A h 5{x - At) . 
En reportant dans l'equation d'advection, il vient 

= — + u — = ( -A h + A h (1 - a) ) S(x - At) = - a A h S . 
at ox 

On en deduit a = . Ainsi 



U H' = , H U' 



et done 



dh du 
u — = A h S(x - At) , h — — = - h A H(x - At) U'(x - At) = - h A S(x - At) , 
ox ox 

ce dernier produit apparaissant dans l'equation de transport. Notons que 

d dh du 

— (hu) = u — + h — = 0, 
dx dx dx 

ce qui signifie que le flus hu est constant. Le fait d'avoir a = 1 signifie ainsi qu'au niveau de 
l'equation de transport, le milieu est integralement transforme et mis en mouvement. L'equation de 
transport 

do d . . „ , du 
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se traduit par 

ft + h" u) = h ° A " {x ~ At) ■ 

On constate que le terme " conservatif" || + (qu) n'est pas une fonction ordinaire, mais contient 
une masse de Dirac. II en va de meme pour l'equation de conservation 

pour laquelle la relation de Rankine Hugoniot ne peut pas s'appliquer, par manque de regularite. 

Ceci peut etre illustre par le developpement suivant. On introduit les approximations respectives 
de U et H definies ainsi, pour e > et r\ > destines a tendre vers zero, 

1 si x > e [ 1 si x > 

U e (x) = < j siO<x < e , H„ = \ si - tj < x < . 



On constate que 



si x < 10 si x < —r] 



si x > € 

H v (x) U[{x) = { \ si < x < e 

si x < 



qui converge effectivement vers une masse de Dirac, lorsque e tend vers zero, ce qui donne a la limite 
HU' = 5 . On remarque egalement que le produit U e (x) H' (x) reste toujours nul car H' v (x) = 
pour x > et U e (x) = pour x < ,in dependamment de e et ?], ce qui reste vrai a la limite, d'ou 
la confirmation de la relation UH' = 0. En particulier, on peut aussi affirmer que sa derivee reste 
nulle 

( U e H'J = eta la limite (U H')' = . 
On cherche maintenant une solution de l'equation de transport de la forme 

q(x,t) = q (1 - K(x - At)) + </>(t) S(x - At) , 

u(x,t) = A (1 - U(x - At)) , 

h(x, t) = h H(x - At) , 

ou K est un representant de la classe des distributions d'Heaviside, q une constante et <f>(t) une 
fonction a determiner. Les autres quantites correspondent a celles introduites precedemment. En 
les reportant dans l'equation 

dq d , . „ , du 

on obtient 

Aq K' + 4>'{t)5 - Acj)(t)6' + Aq (K + U- KU)' + A<j>{t)5' - A<j>{t) (SU)' - /3h AHU' = . 
Cette equation est ecrite au niveau des representants des classes de distribution. Le terme 

Aq K' + Aq (K + U- KU)' 
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correspond a une masse de Dirac affecte d'un coefficient nul, et disparait. Si on decide de choisir 
5 = H' , on obtient 

SU = H'U = . 

Comme HU' = 5, il reste simplement 

(4>'(t) - /3h A) 5(x - At) = . 

On en deduit 

<f>'{t) = P h A , d'ou <j>(t) = P h At , 

qui represente l'accumulation de matiere au niveau du front de rupture. Ce terme d'accumulation 
explique qu'une relation de Rankine Hugoniot ne puisse pas etre appliquee a l'equation de transport. 
Les traces de la variable q de part et d'autre de la singularity en x = At ne sont pas exploitables 
du fait de la presence d'une masse de Dirac dans cette singularite. 

Ainsi, les ondes de ruptures se caracterisent par une equation de transport non homogene, 
comportant done un terme source qui peut etre reduit a une masse de Dirac. Cette equation 
de transport doit etre couplee avec une equation dynamique portant sur le flux, qui est propre a 
chaque application dans la mesure ou l'expression de la vitesse c(q) doit etre adaptee a chaque cas. 
Cette equation dynamique fait intervenir un terme de pression qui va immediatement regulariser la 
singularite de tye "masse de Dirac" que Ton vient de deceler. par ailleurs, l'equation dynamique doit 
etre compatible avec la situation d'equilibre qui precede l'onde de rupture. Ceci peut etre realise 
par un terme de seuil, assurant l'equilibre tant que le seuil n'est pas franchi. 



8.2 L 'avalanche 

Le front d'une avalanche constitue l'exemple typre d'onde de rupture. La neige fraiche y est 
compactee instantannement et vient ensuite s'accumuler dans la masse de neige en mouvement. 
L'epaisseur de neige fraiche (et encore instable) correspond a h que Ton suppose constante, le coef- 
ficient de compression P correspond au taux de compactage de la neige fraiche pour la transformer 
en neige tassee. La variable q correspond au profil de l'avalanche, e'est a dire au profil de la neige en 
deplacement. On s'attend a un profil constiuee d'une premiere partie, proche du front, decroissante 
et qu'on appelera partie frontale, puis d'une seconde partie, croissante, appelee partie dorsale. 

On note u la vitesse, et on choisit de compter negativement la pente p afin d'assurer une 
vitesse non negative. Pour plus de simplicite, on supposera cette pente constante. L'equation de 
conservation est inchangee, de la forme 

da d du 



ou h correspond a la hauteur de neige fraiche, telle que 
h(x,t) = 

Le flux m ne concerne que la masse de neige en mouvement. On aura done 



en amont du front d' 'avalanche (e'est a dire dans l'avalanche) 
ho en aval du front d' avalanche (e'est a dire avant le passage du front) 



m = q u 
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L'effet de suil consiste a tenir compte du fait qu'un profil de la partie frontale en pente n'est pas 
suffisant pour entretenir le mouvement. II faut tenir compte d'une certaine stabilite du tas de neige, 
qui ne s'ecroule que s'il presente un angle suffisant avec l'horizontale. Pour cela on introduit un 
parametre jio de stabilite, tel que la mise en mouvement n'est entretenue que si 



dq 

a h P 

dx 



ce qui correspond ici a 

dq 

h p < -no , 

ox 

la pente p etant negative. L'equation dynamique prend la forme 

dm dm 9 dq T „ ( dq \ , 

— + 2u— - u 2 ^- + gqlnf 0,/+p + /i + k u = , 
dt dx dx \ dx ) 

ou k est un coefficient de friction et g est la constante de gravite. Lorsque le seuil est depasse, c'est a 
dire || +p + fi < , on retrouve une equation de type " Saint- Venant" , avec une pente augmentee, 
p + fio a la place de p . Les proprietes d'hyperbolicite sont les memes, avec les memes valeurs propres 
Ai = u — yfgq et A 2 = u + y/gq . On n'a pas retenu exactement le terme de friction de Strickler, 
de la forme k \u\ u , qui se reduirait ici a k u 2 sachant que toujours u > , pour assurer a terme 
l'arret de l'avalanche lorsque le terme de gravite est reduit a zero, le seuil n'etant plus depasse. On 
lui prefere un terme de la forme k u a , avec < a < 1 , qui assure l'arret a une distance finie, et 
meme en temps fini pour a < 1 strictement. 

Lorsque le seuil n'est pas atteint, l'equation dynamique se reduit a 

dm „ dm 9 dq , 

— + 2u- u + k u = , 

dt dx dx 

dont la seule valeur propre (double) est \± = A 2 = u , pour un seul vecteur propre R = (q, m) . 
Comme 

m 1 \ „ m 1 



VAi = — - , - => VAi.i? = — - q + - m = , 
\ Q Q J T <i 

la valeur propre u est lineairement degeneree. 

Nous allons etudier trois points particuliers : le profil de la partie frontale, le profil de la partie 
dorsale et enfin la phase d'arret. 



8.2.1 Le front de l'avalanche 

Le seuil d'instabilite est necessairement franchi, c'est a dire 

dq 

h p + imj < . 

dx 

Le systeme est alors identique a celui de Saint Venant, les seules differences provenant du rempla- 
cement de la pente p par p + ji et du terme de friction, en u a (0 < a < 1) plutot qu'en u 2 . Ces 
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differences n'affectent que le terme de frictionqui ne depend toujours que de q et de m . La demarche 
qui aboutit a l'equation de profil reste la meme, pour obtenir 



B — g q dq 



g (p + A*o) q 3 + k u a q 2 dx 

ou A et B sont des constantes, la vitesse valant u = A — j . Cette vitesse correspond en particulier 
a la vitesse du front, ou la hauteur de neige en mouvement est reputee nulle, ce qui conduit a la 
condition B = 0, pour eviter une vitesse frontale devenant infinie. L'equation de profil se reduit 
alors a 

g_q dq_ 

g (p + A*o) q + k A a dx 
Cette equation s'integre facilement et sa solution est donnee par 

1 r— — 7 ln[ 1 + — — = (p + Mo ^ - ^ > 

9 KP + A*o) V * ^ / 

la constante d'integration etant fixee par la condition frontale q = en x = At , position du front. 
L'avalanche etant situee en amont de ce front, on a x < At . 

Au niveau du front d'avalanche, la hauteur de neige q est assez faible pour effectuer un 
developpement limite qui conduit a une expression de la forme 



g(p + Mo) 



g(p + fj> )q 1 fg(p + vo)q^ z 



k A a 2 V k A 



(p + fi ) (At - x) , 



ou oj(q) est un module de continuity. Apres simplification, il ne reste qu'un terme d'ordre deux, de 
la forme 

2 g q 2 2 

9 q 2 k A a +q = ' 

ou tu(q) est un autre module de continuity. Ainsi, au niveau du front, le profil est de la forme 



'2k A a (At - x) 

et presente une pente infinie (en fait — oo) exactement sur la ligne de front. Un remarque interessante 
est de constater que le profil frontal est idependant du terme de pente p + /i . 

Au dela de la zone frontale, la pente du profil est fortement dependante du terme de pente 
p + /i , et notamment de son signe. Si p + //o est petit, un developpement analogue au precedent 
conduit a l'expression 

g q 2 g 2 q s 

(p + Vo) + (P + Vo) u(p + fi ) = At-x, 



2 k A a 3 k 2 A 2a 

ou ui(p + Ho) est encore un autre module de continuite. On note que si p + no = le profil est de la 
forme*/ ~ ^J 2k A " ^ At ^ x ^ est conserve, ce qui s'obteint aussi directement de l'equation de profil 
qui se reduit alors ag^ = - . 
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Si p + /i > 0, (hypothese de faible pente), le profil de l'onde frontale rest decroissant, de pente 
toujours inferieure a — (p + A*o) (c'est a dire || < , ||^| > p + fi ). Elle ne s'incurve pas et rien 
ne vient limiter la hauteur de neige en mouvement, au fur et a mesure de l'apport de neige par la 
compaction frontale, qui vient s'accumuler dans l'avalanche a chaque instant. 

Si p + /io < 0, (hypothese de forte pente), on observe que le denomonateur dans l'equation de 
profil admet une racine 

k A a 

q * g {p + Ho) ' 

et la hauteur de neige en mouvement rest limitee par cette valeur q Xl ce qui force l'avalanche a 
s'etendre en longueur. 

8.2.2 Le dos de l'avalanche 



8.2.3 La phase d'arret 



8.3 L'effondrement d'un building 



8.4 La goutte d'eau 

8.5 Les phenomenes de Flash flooding : pluie cevenole et 
inondations 

8.6 La rupture de barrage sur une pente 
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8.7 La coulee de boue 
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Chapitre 9 

Les problemes a fortes contraintes 



Ces problemes induisent un risque tres important d'instabilite. 

9.1 Les modeles vitesse-pression 

9.1.1 Impact en mer 

Un vehicule revenant de l'espace va percuter la surface de l'ocean. On s'interesse a l'intensite du 
champ de vitesse de l'eau pres de la paroi de ce vehicule, pour dimensionner par exemple la qualite 
des lements attaches : bouees, parachutes, etc... 

9.1.2 Les problemes d 'adduction d'eau : reperage des fuites et coup de 
belier 

Reperage des fuites 

La densite de l'eau et sa vitesse du son sont donnees par 



On situe l'etude a une profondeur de cote z$ (avec z$ < 0) ou la pression nominale, c'est a dire a 
l'equilibre ou a vitesse nulle, est donnee par 



ou Patm designe la pression atmospherique estimee a 1 bar, soit 10 5 Pascals. On considere un 
modele vitesse-pression, constituee de l'equation dynamique, portant sur la vitesse notee w, 



po = 1000 kg m~ 3 



Co = 1647 ms 



et on se situe a une latitude telle que 



g = 9.8 ms 2 . 



PO = Patm ~ PO 9 Z 
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et de la loi de Hooke portant sur la pression notee p, 

dp dp 2 dw 

M + w Tz + P ° C °dI = ■ 

Notons que Ton a fait l'hypothese d'une densite constante p qui induit l'hypothese d'une vitesse 
du son c constante. De tels modeles sont etudies en section 4.7. On verifie immediatement qu'il 
s'agit d'un systeme strictement hyperbolique dont les vitesses caracteristiques sont w — c et w + c . 
Elles correspondent toutes les deux a des ondes vraiment non lineaires. La loi de Hooke n'est pas 
conservative, mais il reste possible de determiner la vitesse des chocs en prenant une courbe 
d'Hugoniot particuliere, plus precisement ici, une des deux droites : 

p = p ± p c (w - w ) , 

pour un choc reliant l'etat M = (w ,p ) a l'etat M = (w,p) . Les vitesses de choc correspondantes 
sont 

w + w 
x {t) = ± c . 

On note que ces vitesses de choc ne sont pas constantes, elles dependent de w . 

On s'interesse maintenant a une onde de rarefaction ou detente. Comrae dans le cas des 
ondes sources, puisque tel est le cas, on pose 

w = w(p) 

qu'on remplace dans les equations. La loi de Hooke devient 

dp dp 

— + (w(p) + p c 2 Q w'(p)) — = , 

et l'equation dynamique prend la forme 

(dp dp \ dp 

M + W{p) d-z) + Tz + P ° 9 = °' 

et on en deduit l'equation de profil 

(1 - p 2 cl w'ipf) ^ + po 9 = . 

Elle est de la forme 

dp 

ip'(p) y z + Po 9 = ' 

que Ton peut integrer pr rapport a z. II vient 

ip'(p) + Po g z = po g K(t) , 

ou K(t) (en fait po g K(t)) correspond a une constante d'integration (en z). En derivant maintenant 
par rapport a t, il vient 

fip) % = Po 9 K'(t) , 
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ou 

dp i , x , 2 dp 

— = - (w{p) + p c w (p)J — , 

done 

^'(p) t^T = (w(p) + Po Cq w'(p)) p g , 
en utilisant l'equation de profil. II reste 

w(p) + p Cq w'(p) = K'(t) . 
On derive maintenant par rapport a z pour eliminer K'(t). On obtient 

dp 

(w'(p) + a, Cq w"(p)) 7^ = , 
dont on peut ecarter l'eventualite 

* = 0, 
dz 

s'agissant d'une detente, de pression "non constante" a priori. II reste l'equation a coefficient 
constants 

w\p) + Po Cq w"(p) = . 
On l'integre pour obtenir une vitesse de la forme 

V 

w(p) = A - B e 
ou A et B sont des constantes d'integration. En reportant dans 

w(p) + po Cq w'(p) = K'(t) , 

on obtient 

K'(t) = A . 

On peut maintenant expliciter la fonction de profil : 

B 2 2p 
iP'(p) = 1 - — e , 

c o 

et done 

B 2 2p 

*P(p) = P + Po -7T- e + Cte . 

At 

On obtient egalement une relation liant p ,z et t, 

B 2 2p 

P + Po -y e + Cte + p g z = p g At . 

II reste a determiner A et B. En injectant 



w(p) = A - B e P0 c o 
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dans l'equation 

+ (w(p) + p cl w'(p)) — = , 

il reste, sachant que 

B p 2 

w'(p) = 77 e P0 c o , 

Po 4 

l'equation de transport 

dp A dp 

-£ + A jf = . 

at oz 

On retrouve une formulation de type (q, m) en introduisant la densite artificielle et le flux associe 



q = e P0 c o , m = q w . 

On obtient 

/ % , B 
w(p) = A - — , 

ce qui correspond a la droite 

m = A q — B , 

dans le plan de phase (q, m), que nous avons chaque fois rencontree dans le cadre des ondes sources. 
De plus, on retrouve bien l'equation de transport 

dq dm q ( dp dp 2® w \ 



dt ~*~ dz Po cl \ dt ~*~ W dz ~*~ ^° C ° dz ) 

Les etats (w,p) connectables a un etat par un choc sont situes sur la droite d'equation 

p-p* 

w = w* + , 

Po c 

ce qui se traduit en terme de densite q et flux m par 

( • 1 ( q 
m = q [w* + c In — 



q* 



On a le resultat suivant : 



Proposition 9.1.1 Dans le plan de phase (q,m), la courbe de choc est toujours situee au dessus 
de la droite de detente issue de I'etat {q Xl m x ) ,c'est a dire 

q (^ju* + c ln(-^-)^ > A x q — B* , avec A x = w x + c , B* = c Q q x . 
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On pose q = et il reste a determiner le signe de l'expression 
ou apres simplifications, de la fonction 

f(0 = e ho + i - e . 

Sa derivee vaut 

qui est croissante et nulle en £ = 1 . Par consequent /(£) est convexe, minimale en £ = 1 ou elle est 
nulle. Done 

> o , /(O > o , 

d'ou la proposition. 

9.2 Le comportement des conducteurs en trafic routier 

Au paragraphe 2.3.3, un modele de trafic routier a ete propose, sous la forme d'une seule equation 
de transport (equation scalaire), 

do d , . 

ou q represente la densite du trafic et u sa vitesse. Cette vitesse est limitee par la reglementation 
routiere : une vitesse maximale autorisee v M est imposee. Elle est aussi limitee par l'encombrement 
du a la densite du trafic : 

u < 9o(q) , 

ou go est une fonction decroissante, concave, nulle lorsque le trafic est completement sature, et que 
la densite de "bouchon", notee fa est atteinte. On posera ici 

g(q) = Min( v M , g (q)) ■ 

Cette fonction g(q) represente la vitesse maximale, et dans le modele scalaire, la vitesse du trafic 
etait identified a cette vitesse maximale. La fonction g(q) est constante sur l'intervalle [0, q ], avec q 
determine par Vm = go{Qo) ^ decroisante sur [go;9fc] -H s'agit d'une fonction concave qui presente 
une sigularite en q = qo . 

9.2.1 La construction du modele 

En pratique, l'inertie des vehicules et quelques reactions tardives des conducteurs auront tendance 
a retarder le moment ou cette vitesse maximale peut etre atteinte lorsque le trafic etait auparavant 
a une vitesse inferieure. L'identification instantanee n'est pas realiste, et on introduit la reserve 
de vitesse notee 

w = g(q) - u , 
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qui est a priori positive (sinon il y a des conducteurs en infraction). L'intention de la majorite 
des conducteurs sera de reduire et a terme d'annuler cette reserve de vitesse, ce qui correspond a 
atteindre la vitesse maximale u = g(q) ,pour ensuite s'y maintenir. On traduit cette intention de la 
facon suivante, en comparant deux instants consecutifs t et t + At. Entre ces deux instants, une dis- 
tance Ax = u At aura ete parcourue, et la reserve de vitesse aura ete diminuee proportionnellement 
a At et a la reserve de vitesse precedente. On obtient une relation de la forme 

w(x + uAt, t + At) = w(x,t) - (3 w(x,t) a At + At oo(At) . 

Le coefficient j3 > represente la puissance des vehicules et le parametre a la "nervosite" de la 
couduite. Le terme u>(At) est un module de continuity, qui disparaitra lors du passage a la limite. 
Pour l'insatant le parametre a est simplement suppose positlf. Si a < 1, on sait que l'etat w = 
pourra etre atteint au bout d'un temps fini (voir le paragraphe 1.4, sur la boule de petanque), et 
ceci d'autant plus vite que a est petit. On verra par la suite qu'une restriction sur ce parametre a 
devra etre imposee, a savoir a < 1. 
En divisant par At, il vient 

w(x + uAt, t + At) — w(x,t) „ . A , 

^ — = " P w(x,t) a + uj(At) , 

et en passant a la limite lorsque At tend vers zero, il reste 

dw dw 

— + u — = - p w(x,t) . 
at ox 

Pour tenir compte d'infractions eventuelles, on peut introduire une valeur absolue au second membre, 
traduisant l'intention des conducteurs a revenir dans le "droit chemin". L'equation est alors de la 
forme 

~dt ~dx = ~ l^^'^l sgn(w(x,t)) , 

ou sgn designe la fonction "signe". Ainsi, pour w > 0, le terme source aura tendance a le faire 
decroitre, et pour w < 0, done en exces de vitesse, le terme source aura tendance a le faire croitre, 
vers zero. 

On est en presence d'un systeme a deux equations. En utilisant u = g(q) — w , on obtient 
une equation en u (equation dynamique). En effet, 

du du . ( dq dq\ ( dw dw\ 

m +u dx- = 9{q) [m + u d^) ~ {-m + u d^) ■ 

En utilisant l'equation de transport, il vient 

Ou Ou 

— + (u + qg'(q)) — = j3 \w\ a sgn(w) . 



On pose 

a=-q g'(q) 



si < q < q 

~Q 9o(q) si q <q<q b 
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en notant qu'on a toujours a > et que a peut etre discontinue en q = q , et on obtient le systeme 
de deux equations, en rappelant l'equation de transport, 

dq dq du du du 

dt + u Tx + q Tx = ' m + {u ~ a) Tx = P H S9n{w) ■ 

La matrice de flux associee est 

u q 



u — a 

qui est triangulaire et dont les valeurrs propres sont 

Xi = u — a , A 2 = u . 

La valeur propre Xi est vraiment non lineaire pour a > 0. La valeur propre A 2 est toujours 
lineairement degeneree. Lorsque a = 0, c'est a dire pour q G [0,</o], la matrice de flux du systeme 
n'est pas diagonalisable, et ce systeme n'est plus strictement hyperbolique. 

II faut aussi remarquer qu'il n'y a pas de valeur propre superieure a u, ce qui signifie qu'un 
conducteur ne peut jamais gener ceux qui le precedent, mais il peut gener ceux qui le suivent lorsque 
le trafic est suffisant (q > q ). Le caractere stictement hyperbolique est perdu pour les plus teties 
valeurs de q, lorsque la circulation est bien fluide. L'interet de cette etude porte au contraire sur 
des trafics proches de la saturation, ou l'hypothese de stricte hyperbolicite est satisfaite. 

On introduit le defit ou flux 

m = q u , 

pour obtenir une equation en m. A partir des deux equations du systeme, en multipliant l'equation 
de transport par u et l'equation dynamique par q, on obtient 

u (I + Tx {qu) ) + q {ft + {u - a) Tx) = Pq '" r S9n{w) ' 

qui donne 

dfin dfin dq 

-—— + (2u — a) — — + u (a — u) — = j3 q \w\ a sgn(w) . 
at ox ox 



On constate que 



^2 — K if \ 

= a = - q g(q) 



2 

ne depend que de q ce qui indique que le systeme est invariant par transformation galileenne. 
Cependant 

, A 2 + X 1 

^ 2 

et m ^ qv , ce qui exprime que le flux m n'est pas une variable conservative. Ceci ne doit 
pas surprendre apres une courte reflexion : chaque voiture a sa propre propulsion, ce qui impose au 
conducteur de se ravitailler de temps en temps a une station service. De ce point de vue, le modele 
est tres different d'un modele hydrodynamique, ou les particules sont mises en mouvement par la 
pression de celles qui les suivent. 
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9.2.2 Le calcul des profils 

On recherche les profils d'onde passant par un point M x = du plan de phase. On doit 

distinguer deux cas suivant que q x < q® ou q x > q® . 
Dans le premier cas, la vitesse 

o* = a(g*) = - q x g'(q x ) = , 

et les deux valeurs propres sont confondues, egales a v M , et le systeme n'est plus strictement 
hyperbolique. On peut cependant remarque que l'equation dynamique 

Ou Ou 

— + (u + qg'(q)) — = j3 \w\ a sgn(w) 

se reduit a 

du Ou 

— - + u — = p \w\ sgn(w) 
Ot Ox 

et qu'il s'agit d'une equation scalaire independante du trafic q que Ton peut resoudre en utilisant les 
caracteristiques. Pour simplifier les calculs, on suppose u < v M , a ^ 1 , a ^ 2 . La caracteristique 
telle que u = u lorsque X — Xq , t = est solution du systeme differentiel 

x'(t) = U , u'(t) = f3 U)(t) a , x(0) = Xq , u(0) = Uo . 

L'equation en u peut se tranformer en une equation triviale en w = Vm — u , qui s'ecrit 

w '(t) = f3w(t) a 

et dont la solution est 

w(t) =[{v M - u f- a - p (1 - a) t ] ^ . 

On en deduit 

u(t) = v M - [(vm-Uo) 1 -" - P (1-a) t] 1 ^ . 
On peut maintenant calculer 

1 / 2 — a \ 

u(s) ds = x +v M t+ ^ 2 _ ^ y [(v M - u o y- a - P(l - a)t]~ - (v M - u ) 2 - a j . 

Cette expression donne egalement 

M , , (v M -u) 2 - a - (v M -u ) 2 - a 

X{t) = X + V M t + — -, r , 

P (1 - a) 

d'ou l'expression de la solution u(x, t) de l'equation dynamique 

i 

u(x,t) = v M - [(v M - u ) 2 ~ a + P(2 - a) (x - x - v M t)] 2 ~ a . 
On verifie en effet que 

Ou Ou a — 1 1 

Ot +U 0x~ = 13 ^ VM ~ U °^ a + ^ ~ a )( x ~ x o- v M t)] 2 ~ a (v M -u) = P(v m - u) a - l+l = Pw a 
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II est egalement interessant de constater que cette expression de u est une fonction de la quantite 
x — viat et par consequent une solution de l'equation d'advection 

du du 

m +VM dx- = - 

Lorsque a = 1 ou a = 2 , les calculs sont legerement differents, des logarithmes apparaissent, mais 
on aboutit a la meme conclusion concernant l'equation d'advection. Nous verrons par la suite que 
les valeurs effectives de a restent comprises entre et 1 , c'est a dire < a < 1 . 

La vitesse est v M , constante, et si on recherche une relation de la forme m = Aq — B passant 
par M*, on aura A = vm et 

B = v M q* — m* = q* {v M — u*) ■ 
On identifie uq a u x et en posant 

B 

u = v M - — , 

q 

on obtient 



i 



B _ ( /3(2 - a)(x - x - v M t)\ a - 
q — — q* \ ^- i 



v M ~ u \ (v M ~ u x ) 2 a 

Ce resultat peut aussi etre obtenu en integrant l'equation de profil qui se reduit ici a 

B 2 dq 
f3 q 3 \w\ a sgn(w) dx 



ou 



II reste done 



qui s'integre en 



B B 

w = v M — u = v M — v M H = — > . 

q q 

B 2-a Q q 

"7^ 1 i 



13 q 3 - a dx 

B 2-a 



x — xq — Vuft + Cte 



13 (2 - a) q 2 - a 
et on retrouve l'expression precedente en choisissant 

B 2-a 

Cte = — — j— 

(3 {2 -a) qf 



245 



9.3 Le traitement numerique : les schemas "equilibre" ou 
"well balanced" 

9.3.1 Les caracteristiques retrogrades 
Application a la striation atmospherique 
Autres applications 

Equilibre atmospherique 
Applications en hydraulique 

9.3.2 Les schemas a profils stationnaires 

9.3.3 La reduction de la diffusion numerique 

Methodes classiques 
Methodes dynamiques 
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